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“Si hubiera tenido más tiempo, te habría escrito una carta más corta.”
Pascal.
“But how should it be possibie, given three boxes, neither to mark two as empty nor
two as ful]? The daughter would bave remained single until her father’s death liad she
not followed the advice of a prophet’s son and quickly opened two boxes, one of which
was marked fu]] and Ihe other empty. Foflowing the weak protest of ber father that he
had wanted two other boxes opened, she tried to open the third. But this proved
impossible whereupon the father grudgingly admitted that the prediction was correct.”
[Specker 60], p. 137.
“Unperformed experiments have no results.”



























































1. 1. Introducción a las demostraciones algebraicas
La mecánica cuántica (MC) es el marco conceptual en el que se formulan las teorías
físicas más satisfactorias conocidas hasta el momento. La MC surgió para dar respuesta
a una serie de fenómenos incomprensibles usando la mecánica y el electromagnetismo
clásicos; sus principios quedaron establecidos hacia 19271, y desde entonces, en ese
mareo han tenido cabida nuevos tipos de fenómenos, partículas e interacciones,
extendiéndose desde el mundo subnuclear a la cosmología. La MC, complementada con
toda una serie de técnicas de cálculo, ha permitido hacer predicciones sobre
experimentos en muchos contextos físicos; y éstos experimentos, en los que se ha
puesto a prueba la tecnología más moderna, han verificado con éxito todas y cada una de
las predicciones cuánticas2.
A pesar a su éxito práctico, existen diversas “interpretaciones” de la MC (como la de los muchos
universos, la interpretación modal, la de historias consistentes, o la de variables ocultas de Bohm); sin
embargo, hay un consenso mayoritario entorno a lo que a veces se llama la interpretación “moderna” de
la MC; ver por ejemplo lGell-Mann 94]. Esta interpretación es un desarrollo de la interpretación
ortodoxa de la escuela de Copenhague (ver [Jammer 66]), pero es más explícita que aquella en algunos
aspectos; por ejemplo, scgdn la interpretación moderna, el problema de la frontera entre la tísica clásica
y la física cuántica es un pseudoproblema; en realidad no existe ninguna frontera, la tísica entera es
cuántica; en particular, los mecanismos de “reducción”, “colapso” o “decoherencia” del estado cuántico
son rneuanismos físicos, los observadores externos (conscientes ono) no juegan ningún papel especial.
2 Sobre el desarrollo de la MC hasta 1927, véase [Jammer 66]; sobre los desarrollos posteriores
(física nuclear, teorías cuánticas de campos, partículas subatómicas) hasta 1983, véase [Pais 86].
3
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Sin embargo, suele decirse que nadie comprende realmente la MC3. En particular, la
MC es extraña porque aunque somete a los sistemas físicos a reglas estrictas y
consistentes, no proporciona a cambio una descripción en términos clásicos; y no sólo
no proporciona tal descripción, sino que la impide explícitamente y de un modo
fundamental. Por ejemplo, como se subraya en [Styer 96], uno de los malentendidos
más habituales en MC es que “la medición perturba el sistema” (“measurement disturbs
the system”), según Styer, p. 32: “this misconception holds that each particle really does
have definite values for both position and momentum, but these definite values cannot
be determined because measurement of, say, a partic]e’s position alters the value of its
momentum. (...) This isa particularly common mísconception because some arguments
due to I-Ieisenberg (“the gamma ray microscope”) and Bohd can be interpreted to
support it.”5
De hecho, la MC es sobre todo extraña porque en ella no hay lugar para que todas
las propiedades de los sistemas físicos tengan valores bien definidos antes de su
medición, ni para que el resultado de cualquier medida pueda predecirse con certeza, ni
siquiera en el mejor de los casos (estados puros, máximamente determinados). La MC
es no-determinista en ese sentido6. Como dice Peres, en MC los experimentos no
realizados no tienen resultados7, donde “no tienen resultados” no sólo quiere decir
que no se pueden “conocer” los resultados de todos los experimentos posibles sobre un
3 [Feynman 65], p. III en la versión en castellano; ver también la cita de Gell-Mann en el prólogo
del volumen 2 de roalindo-Pascual 78].
~ El microscopio de Heisenberg se describe en [Bohr 28] (p. 21 de la versión en castellano),
[Heisenberg 30] (See. 2. 2; p. 21 en la versión en inglés), [Von Neumann 32] (Sec. III. 4; p. 170 de la
versión en castellano). Una versión críticapuede verse en [Dicke Sí].
~ Entre los resultados que justifican que efectivamente sea un malentendido, [Styer 96] cita los
teoremas de imposibilidad de variables ocultas y los experimentos sobre “borrado cuántico”. Una breve
bibliografía sobre “borrado cuántico” es la siguiente: [Scully-Englert-Schwinger 89], [Scully-Englert-
Walther 91], Uordan 93], [Kwiat-Steinberger-Chiao 941, [Cereceda 96 a] (artículode revisión>, [I-Ierzog-
Kwiat-Weinfurter-Zeilinger 95].
6 [Born 26 al (el articulo en el que se propuso la interpretación probabilística de la función de onda),
p. 54 de la versión en inglés: ‘1-lere the whole problem of determinism comes up. From the standpoint
of our quantum mechanies there is no quantity which in any individual case causally fixes the
consequence of the collision; but also experirnentally we have so lar no reason to believe that there are
sorne inner properties of the atom which condition a definite outcome for the collision. Ought we hope
later to discover such properties (like phases or the internal atomic motions) and determine them in
individual cases? Or ought we to believe that the agreernent of theory and experirnent—as to the
impossibility of prescribing conditions br a causal evolution—Is a pre-established harmony founded on
the nonexistence of such conditionsT’
~ “Unperformed experiments have no results”, [Peres 78].
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mismo sistema individual porque la realización de un experimento A en Lugar de un
experimento B perturba inevitablemente los resultados que hubiese arrojado B de
haberse realizado en Jugar de A; “no tienen resultados” quiere decir que, en MC, tales
resultados “no existen”, “no están determinados” antes del experimento. Rescatar este
perdido determinismo es lajustificación principal detrás de lo que se llaman teorías de
variables ocultas8 (VO). Diremos, siguiendo a [Mermin 93 b], p. 803, que las teorías de
MO son “Efforts to construct such deeper levels of description, in which properties of
individual systems do have preexisting values revealed by me act of measurement”; una
analogía a la que se recurre frecuentemente en la literatura como ejemplo de una teoría de
VO es la de la mecánica clásica como teoría de VO subyacente a la mecánica estadística
clásica (ver, por ejemplo, [Einstein 49], p. 672).
Por contra, una prueba o teorema de imposibilidad de variables ocultas en MC (en
inglés, “impossibility proof’. “no-hidden-variables theorem” o “no-go theorem”) pone
en evidencia que, módulo ciertas hipótesis más o menos razonables sobre esos
supuestos “resultados”, éstos no pueden preexistir respetando la compatibilidad con la
MC.
Las demostraciones de imposibilidad de VO se basan en hipótesis de carácter muy
general sobre las teorías de yo; en ausencia de ejemplos concretos de teorías de VO,
siempre podría pensarse que las hipótesis consideradas no son las adecuadas y que,
como se dice en [Belí 82], “What is proved by impossibility proofs is ]ack of
imagination”9; pero a medida que se van descartando más teorías de VO basadas en
hipótesis razonables, el rango de MO compatibles con la MC se estrecha10.
Esta tesis trata de los teoremas de imposibilidad de VO y sus demostraciones, en
particular trata sobre un tipo de demostraciones, las llamadas demostraciones
“algebraicas”. Bajo este nombre, u otros sinónimos (demostraciones “todo o nada”,
8 La idea de variables ocultas en MC aparece ya en rBorn 26 a], ver la nota 6, y más explícitamente
en lBorn 26 b], donde se dice que: “cualquiera que no esté satisfecho con estas ideas lía interpretación
probabilística de la función de onda] puede sentirse libre para suponer que existen parámetros adicionales,
todavía no introducidos en la teoría, que determinan el suceso individual”; traducción de José Manuel
Sánchez Ron en la edición en castellano de 1991 de rvon Neumann 32], p. XXXIX.
~>Sobre esta frase Mermin, Mermin 93 bJ, p. 814, dice: ‘iBelí] is unreasonably dismissive of the
importance of his own impossibility proofs. One could make a complementary criticism of much of
contemporary theoretical physics: What is proved by possibility proofs is an excess of imagination.
Either critieism undervalues the importance of defining limits to what speculative theories can or cannot
be expecred te accomplish.”
10 Conviene no olvidar que existe una teoría de VO compatible con la MC y con todos los
resultados experimentales: la de Bohm [Bohm 52], [Bohm-Hiley 93], [Holland 93].
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demostraciones “sin desigualdades”, demostraciones “de tipo Kochen-Specker”1l), se
reúnen demostraciones de imposibilidad de VO con las siguientes características: le
le
e,(a) La contradicción entre MC y MO se alcanza razonando sobre sistemas e,
individuales’2 (y no sobre colectividades estadísticas, como ocurre con las e,
desigualdades de Belí). El término “algebraico” se emplea entonces en oposición a
“estadístico”. e,
e
e(b) Se refieren a sistemas físicos describibles por espacios de Hilbert de
e
dimensión finita (y generalmente pequeña: 3, 4, 8, 9) e involucran por tanto
observables físicos representados por operadores de espectro discreto. e
e’
(c) La evolución temporal de los estados físicos no juega un papel relevante en las le
demostraciones. e
e’
(d) Se construyen sobre experimentos imaginarios13. e’
e
eLos puntos (b), (e) y (d) no son exclusivos de las demostraciones algebraicas de
eimposibilidad. Salvo en mención en sentido contrario, sólo nos ocuparemos de
demostraciones de imposibilidad de MO deterministas, es decir aquellas en los que los e
e
e
~ Por ejemplo en [Heywood-Redbead 83] se habla indistintamente de ‘contradicciones algebraicas”
y de “contradicciones de tipo Kochen-Specker”; en [Clifton-Redhead-Butterfield 90 a] se habla de e
“demostraciones algebraicas” del teorema de Bell-EPR en referencia a las demostraciones de Heywood- e
e
Redhead, Stairs y Greenherger-Horne-Zeilinger (0HZ), frente a las “demostraciones estadísticas” (con
desigualdades) de Belí; 0HZ [GHSZ 90] hablan de demostraciones “sin desigualdades”; en ¡Mennin 90 c]
se utiliza la expresión “alí verses nothing” para referirse a la demostración de 0HZ; este nombre subraya e,
la característica más distintiva de las demostraciones algebraicas: la contradicción se alcanza sobre e
sistemas individuales. En [Elby-Jones 92] se usa el término “demostraciones algebraicas” en referencia a e’
las de Heywood-Redhead, Stairs, 0HZ y Peres. En [Dickson&lifton 941 se habla de “contradicción e
algebraica” en oposición a “violación de una desigualdad estadística
e
12 Usando, eso sí, predicciones que hemos debido comprobar antes sobre colectividades preparadas
e
de la misma forma que el sistema individual en cl que obtenemos la contradiceton. e
13 Los experimentos imaginarios o mentales tienen la función de ejemplificar lo esencial y e,
fundamental de una situación física eludiendo a propósito aspectos marginales para la comprensión de e
los fenómenos y han desempeñado, desde Galileo, un papel básico en física. A Galileo se le acusó más e
de una vez de tratar solamente con situaciones idealizadas que no podían materializarse en el mundo real e
pero ése fue uno de los grandes secretos de la física de Galileo y una de las razones de su éxito. Von e’
Neumann decía que “El carácter fantástico de nuestros experimentos ideales, es decir, su calidad (le
e
irrealizables prácticamente, no afecta en nada a su poder de demostración” [Von Neumann 32], p. 256 de
e’
la versión en castellano. Sobre los objetivos y características deseables de un experimento imaginario
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resultados de todos los experimentos sobre un sistema físico individual están
determinados por las VO. Existen en la literatura extensiones de algunos de los teoremas
aquí tratados que cubren ciertos tipos de VO estocásticas14.
Ejemplos de demostraciones algebraicas son:
(a) Las demostraciones del teorema de Bell-Kochen-Specker (finales de los años 60)
y su extensión a sistemas compuestos (principios de los 80)
(b) Las demostraciones “sin desigualdades” del teorema de Bell-EPR propuestas (en
los años 90) por Greenberger, Horne, Zeilinger, Mermin, Peres y Hardy, entre otros.
Es opinión generalizada que estas demostraciones han supuesto un hito en los
desarrollos recientes sobre VO en MC.
Esta memoria se dedica esencialmente a analizar ambos teoremas y sus relaciones;
este análisis ha resultado fructífero para mejorar las demostraciones existentes y para
obtener nuevos resultados.
El interés de los temas aquí tratados parece indudable15; las contribuciones originales
presentadas en esta memoria creemos que han justificado la elección de estos tópicos
como objeto de investigación.
14 Una generalización de la demostración de 6HZ a teorías de variables ocultas factorizables
estocásticas puedeencontrarse en [Clifton-Redhead-Butterfield90 a, b]; una generalización del teorema de
Bell-Kochen-Specker con localidad a teorías de variables ocultas factorizables estocásticas puede
encontrarse en [Elby 90 al; una extensión del teorema de Bell-Kochen-Specker a teorías de variables
ocultas no-contextuales estocásticas puede encontrarse en [Roy-Singh 93].
15 Previsiblemente, por su potencia y sencillez, algunas de las recientes demostraciones algebraicas
tardarán menos en incorporarse a los textos de MC de licenciatura de lo que en su día tardaron las
desigualdades de Bel!; algunos textos de MC en incorporar una explicación, más o menos extensa, de las
desigualdades de BeIl (1964) son [Galindo-Pascual 78] (Vol. 1, Pp. 462-465 en la segunda edición),
[Sakurai 85] (Pp. 223-232 en la edición revisada de 1994), [Ballentine 90] (Pp. 437-456); ejemplos de
libros, más o menos especializados, que ya incluyen algunas de las demostraciones algebraicas recientes
son [Bohm-Hiley 93], rPeres 93], rStapp 93 b], [Maudlin 94], [Squires 94 bí (2~ edición).
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1. 2. Estructura, objetivos y metodología de este trabajo
En esta sección se resumen los problemas abordados en esta memoria y la
metodología seguida en cada caso para su resolución.
U?
Creemos que las demostraciones algebraicas de imposibilidad de \~O, en particular
aquellas que involucran un número finito y reducido de observables físicos son
e,interesantes por las siguientes razones: e,
e’
(a) Porque son las más fundamentales (en el sentido de que se refieren a sistemas e,
individuales), las más sencillas (involucran un número reducido de observables en e’
espacios de baja dimensión), y las más fáciles de demostrar (una vez descubiertas; su 9’
e’hallazgo, en cambio, no siempre es fácil, como evidencia su tardía aparición). Estas
e
características son, en física, sinónimo de belleza.
e’
(b) Porque basta analizar un número reducido de experimentos para obtener e
contradicciones “cruciales” que den lugar a tests más decisivos (en principio).
*
Los objetivos pretendidos y métodos seguidos en cada capítulo son: 9’
9’
Capitulo 2: El teorema de Be]l-Kochen-Specker. Los objetivos de este capítulo son:
e’(a) Clasificar las distintas demostraciones del teorema de Bell-Kochen-Specker (BKS)
de imposibilidad de variables ocultas no-contextuales y clarificar las relaciones entre e’
ellas. (b) Construir demostraciones económicas con las características de la 9’
edemostración original de Kochen y Specker (KS). (c) Desarrollar métodos para extender
edemostraciones con estas características a espacios de Hilbert de dimensión finita
arbitraria (mayor que tres), demostrando que la contradicción entre MC y VO no está e’
restringida a algunas dimensiones concretas, sino que se extiende a cualquier dimensión
e’(finita). Para ello se estudian diversas estrategias seguidas en la literatura para resolver el
eproblema geométrico que está detrás de este tipo de demostraciones; en particular se
hace un análisis detallado de la demostración original de KS y se distinguen tres pasos, e
asociando a cada uno de ellos un tipo particular de conjunto (DPS, PNCS y TNCS). U
e
eCapítulo 3: El teorema de Bell-EPR. Los objetivos de este capitulo son: (a)
eConseguir una formulación del argumento de “incompletitud” de la MC propuesto por
Einstein, Podolsky y Rosen (EPR) de manera que sea posible eludir la crítica más e’
frecuente. (b) Conseguir asimismo una formulación del teorema de Bell-EPR de 9’
e’imposibilidad de variables ocultas locales (que subraya la inviabilidad del programa
sugerido por EPR) en los mismos términos. Para ello: (1) Se reexamina en detalle el
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EPR; (3) se definen los “elementos de realidad fuertes” (aquellos que se pueden inferir
con certeza a partir de mediciones efectivamente realizadas en regiones separadas por un
intervalo de género-espacio).
Capítulo 4: Relaciones entre los teoremas de Bell-KS y Bell-EPR. En los capítulos
anteriores se ha tratado antes el teorema de BKS que el de Bell-EPR16 porque, en cierto
sentido, el segundo es un caso particular del primero (con hipótesis físicas adicionales).
El objetivo del capítulo 4 es aclarar la relación entre ambos. Para ello se comparan sus
respectivas demostraciones algebraicas, y se derivan demostraciones algebraicas del
teorema de Bell-EPR a partir de algunas de las demostraciones sencillas del teorema de
BKS obtenidas en el capitulo 2.
Capítulo 5: Experimentos sobre el teorema de Bell-EPR sin desigualdades. Los
objetivos de este capítulo son: (a) Ver diferentes contextos en los que se pueden
implementar (idealmente) las demostraciones algebraicas, (b) Evaluar la posibilidad de
convertir estos experimentos ideales en comprobaciones experimentales efectivas de la
imposibilidad de variables ocultas. Para ello se describen varios experimentos ideales de
argumentos algebraicos y se discute el único experimento de este tipo realizado hasta la
fecha.
En el capítulo 6 se exponen las conclusiones de la memoria.
16 En rRedhcad 87] y [Peres 93] se hace lo contrario: se estudia primero el teorema de Bell-EPR y



















































Capítulo 2. El teorema de Bell-Kochen-Specker
“So unless one has a special interest in proving no-hidden-variables theorems in
three dimensions one can safely declare the oíd Belí or Kochen-Specker versions of the
theorem obsolete.”
[Mermin 93 b], p. 808.
“Kochen-Specker problems can be addictive and 1 AM an addict!”
Rob Clifton, e-mail del 20 de febrero de 1996.
“~Fe]iz año y que encuentres cada vez menos direcciones!”
Gabriel Álvarez, 9 de enero de 1996.
“En ciencia, comprender es clasificar, reducir, comprimir. La compresión es
comprension.




























































Este es el capitulo más largo de la tesis. En él se estudia el teorema de Bell-Kochen-
Specker (BKS) sobre imposibilidad de variables ocultas no-contextuales, haciendo
énfasis en un tipo particular de demostraciones: aquellas con las características de la
demostración original de Kochen y Specker (KS).
Los objetivos de este capitulo son: (1) clasificar las distintas pruebas del teorema de
BKS, (2) construir una demostración compacta con las características de la de KS, (3)
desarrollar métodos para extender las demostraciones tipo KS a espacios de Hilbert de
dimensión n > 3, y (4) sentar las bases para ]a discusión en el capitulo 4 sobre la
relación entre las demostraciones tipo KS del teorema de BKS y las demostraciones
algebraicas (llamadas también “sin desigualdades”) del teorema de Bell-EPR sobre
imposibilidad de variables ocultas locales.
La estructura del capítulo es la siguiente. Empezaremos examinando dos precedentes
del teorema de BKS: en la Sec. 2. 2. 1 examinaremos lo que von Neumann consideraba
que era una demostración general de imposibilidad de variables ocultas en MC; y en la
Sec. 2. 2. 2 veremos el teorema de Gleason y en panicular un lema previo que está en la
base de todas las demostraciones del teorema de BKS.
En la Sec. 2. 3 se examinan fundamentalmente aspectos clásicos del teorema de
BKS: 2. 3. 1 trata de cuestiones históricas sobre la paternidad del teorema; en 2. 3. 2 se
enuncia el teorema; en 2. 3. 3 se resume la crítica de Belí a la plausibilidad de las
13
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hipótesis. Nuestra contribución en este tema arranca del examen detallado, en la Sec. 2.
3. 4, de la demostración original de KS. Esta demostración utiliza solamente
argumentos geométricos elementales, pero a cambio, es un tanto intrincada. En (a) se
enumeran las características de la demostración, en (b) se introducen unos diagramas
auxiliares, y en (c) se presenta, en tres pasos, la demostración original de KS, y se
e,introducen tres tipos de conjuntos de proposiciones, cada uno de ellos asociado a un
paso de la demostración; en (d) se exhiben otros conjuntos similares a los que aparecen
en el primer paso. Este esquema de pasos y conjuntos asociados, nos permitirá e
e
clasificar los diferentes tipos de demostraciones del teorema y nos ayudará a construir
e,
demostraciones más económicas y demostraciones en espacios de Hilbert de dimensión
9’
superior. En Ja Sec. 2. 3. 5 se introducen las demostraciones continuas; en la Sec. 2. 3.
6 se presentan las demostraciones probabilísticas, y se estudia bajo qué condiciones e
le




El resto del capitulo se dedica a estudiar propuestas recientes para construir
demostraciones finitas del teorema dc BKS. 2. 4 trata de las demostraciones que 9’
llamaremos aditivas; en 2. 4. 1 se estudian dos de ellas (en espacios de Hilbert de e.
e
dimensión 3) y su relación con la demostración original de KS. En la Sec. 2. 4. 2 se
9’
presentan dos estrategias geométricas para construir demostraciones sencillas en e
espacios de dimensión 4. Como veremos más adelante, los espacios de dimensión 4 son e
elos espacios de dimensión más baja que permiten desarrollar argumentos de
*imposibilidad de variables ocultas locales, lo cual justifica nuestro interés en simplificar
las demostraciones en estos espacios. En la sección 2. 4. 3 se presentan varias formas e
de construir demostraciones en espacios de dimensión arbitraria (mayor que tres). La 9’
e
mayor parte de nuestras contribuciones pertenecen a estos dos últimos apartados. e
e
En 2. 5 se presentan las demostraciones multiplicativas. Estas demostraciones del eteorema de BKS surgieron originalmente al generalizar en un cierto sentido las que, en e
el capítulo 3, llamaremos demostraciones algebraicas del teorema de Bel]-EPR; en el e
9’capítulo 4 estudiaremos la relación inversa: cómo pasar de una demostración de BKS a
*
otra de Bell-EPR. En 2. 6 se estudia la relación entre las demostraciones aditivas y las
multiplicativas. El capitulo concluye con una clasificación, de acuerdo con los criterios e
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2. 2. Precedentes
2. 2. 1. La prueba de imposibilidad de von Neumann
a. Introducción
En su libro Fundamentos matemáticos de la mecánica cuántica [Von Neumann
32] John von Neumann (VN) incluía1 una demostración matemática de que en MC no
pueden existir colectividades estadísticas “libres de dispersión” para todos los
observables físicos. Esta prueba de imposibilidad de “variables ocultas” ha ejercido un
papel determinante en desarrollos posteriores: no sólo —como se hace notar con
frecuencia— porque zanjó en falso la cuestión y con ello cerró el paso al desarrollo de
teorías de variables ocultas2, sino —y es por eso que nos interesa aquí— porque sentó
un precedente sobre cómo debería ser una demostración teórica de imposibilidad de
variables ocultas en MC.
En las siguientes secciones veremos (b) una formulación en el espíritu de VN de la
prueba de imposibilidad, (c) dos ejemplos sencillos que “demuestran” el teorema de VN
por reducción al absurdo, y (d) la crítica de Belí a la plausibilidad física de las hipótesis
del teorema de VN.
b. La formulación de von Neumann
La intención de VN era ver3 si la MC es una teoría “propiamente estadística” o si,
por el contrario, hay una teoría más “completa” —que describe el mismo sistema con
variables (o “parámetros ocultos”) más numerosas— que la MC, a partir de la cual se
obtiene la MC promediando con respecto a las variables ocultas. Pone VN como
ejemplo de teoría no-esencialmente estadística la termodinámica, que se deriva de una
teoría más “completa” como es la mecánica clásica. Advierte VN que laMC es el primer
ejemplo conocido de una teoría “propiamente estadística” —lo cual, dice, “a numerosos
físicos les repugna”—, y el]o justifica el interés que tiene una demostración de que
efectivamente lo es.
Sees. IV. 1-2, Pp. 213-232 en la versión en castellano.
2 ElIo no impidió que Einstein, Podolsky, y Rosen expusiesen su argumento de incompletitud de la
MC [Einstein-Podolsky-Rosen 35], ni que Bohm construyese explícitamente una teoría de variables
ocultas compatible con la MC [Bohm 52], por citar dos ejemplos.
-~ En esta sección, las partes entrecomilladas corresponden a extractos de la versión en castellano de
José Manuel Sánchez Ron del texto en francés de la intervención de VN en una conferencia celebrada en
Varsovia en 1938. Tomado de la reedición de 1991 de [Von Neumann 32], pp. LVII-LIX.
16 Capítulo 2. El teorema de Bell-Kochen-Specker
1w’-
Para VN, “Un sistema físico (...) se caracteriza por el conjunto de todas las
cantidades que pueden ser medidas, los “observables” A, B y las relaciones
e,
algebraicas que existen entre ellos”; una colectividad estadística e de sistemas e,
individuales idénticos “viene caracterizada por los valores medios 44>~, ~ ... de e,
todos estos observables.” Se dice que una colectividad es libre de “dispersión” para el
observable A, cuando desaparece la dispersión (A —(4>~ )2 lo que es equivalente a
e-
decir que <A2>, <A>~. Para VN, “La desaparición de la dispersión significa, sin duda,
quela magnitud observableA tiene con certeza su media [su valor medio) como valor, 9’
cuando se la mide.” 9’
9’
e.Una colectividad e se dice “mixta” si existen dos colectividades [distintas], e1, e2, e.
(...) tales que al mezclarlas con pesos apropiados a, ¡3 (a> 0, /3>0, a +/3=1) se
obtiene e.” Es decir: e’
u
(4>~ =a(4>~ + /3(A>~. (2. 1)
e
Una colectividad e se dice que es “pura” si no es “mixta”. En una teoría “no- u’
9’
propiamente estadística” toda colectividad no libre de dispersión para todos los
observables “debe ser mixta”, y recíprocamente: e
9’
(*) Toda colectividad “pura” debe ser libre de dispersión para todos los observables.
e
Según VN, en MC
4: e’
9’
(i) Lp. 225] Si los observables B y C están representados respectivamente por los *
e’




está representado en MC por el operador
9’
Á=f3b+yC. (2.3) e’








~‘ Las páginas emir corchetes se refieren a las páginas de la edición en castellano de [Von Neumaun
32] en las que se pueden encontrar las correspondientes afirmaciones. La páginas en números romanos
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<A>,, =trOiA)5. (2. 4)
En particular, para cualesquiera observables A, B, C relacionados por (2. 3), de
acuerdo con (i), y usando (2. 4) se obtiene
(2. 5)
La relación (2. 5) es cierta incluso si B y C (y por tanto A) son observables
(mutuamente) incompatibles; en tal caso, (2. 5) sólo tiene significado físico si se refiere
a los valores esperados en mediciones de A, B y C sobre, respectivamente, tres
subconjuntos d~erentes de un conjunto de sistemas idénticamente preparados en el
estado cuántico p.
Además, sobre las colectividades estadísticas, VN supone:
(iii) [p. LIX] Todas las colectividades estadísticas e se pueden representar por los
operadores ~. En particular, esta correspondencia entre las colectividades e y los
estados cuánticos p está definida por una relación análoga a (2. 4) (cambiando en el
miembro de la izquierda p por e). En particular, teniendo en cuenta (iii) y (u) debe
suceder que:
(iv) [p. 223] En cualquier colectividad de sistemas idénticos e, los valores
esperados de cualesquiera observables A, B, C relacionados por (2. 2), han de
satisfacer
= /3 <B>~ + y (2. 6)
Existen diversas formulaciones axiomáticas de la MC; una formulación próxima a la de [Von
Neumann 32] es la de [Galindo-Pascual 781; en [Balian 89] se sugieren dos “pedagogical improvements”
respecto a formulaciones anteriores: “emphasizing observables rather than states”, “density operators
should appear conceptually more basic and casier to comprehend than state vectors”; esta sugerencia se
sigue en la formulación de [Ballentine 90]. En ambas formulaciones, ya sea como consecuencia de los
Teorema 4 von Netónunn: Mo existen calecúvidades de sistetuas idénticos que
sean libr~s, de dispersión patatodos los, ohserv~bfrs ‘SEn consecuencia ‘el pfliJCipiÓ<*>
se viola y la MC es, por consiguiente, una teo4a’ ropiameute” estadística, Esto quieit
decir que no es posible ninguna explfr,acht5n ,~y4 de la MC ten términos d~
eol&ctividades de sistemas idénticos hbtcs de dispeitión para to4os los observablesl,
salvo que sesneáfiquealgq~a parte de latearía 011 su forma actual”
postulados [Galindo-Pascual 78], o directamente como uno de ellos [Ballentine 90]. se verifica (2. 4).
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9,
9*
No daremos aquí una demostración general del teorema de VN6, en su lugar e,






En general, en una colectividad e libre de dispersión para A, el valor medio <‘IX
coincide con el valor de A que tienen todos y cada uno de los sistemas individuales de u’
e.esa colectividad; denotaremos por y(A) este valor. Supongamos que una colectividad e
e’
fuese libre de dispersión simultáneamente para los observables A, R y C (en general
incompatibles) relacionados entre si por la ec. (2. 2); supongamos también que los *
observables A, B y C tienen sólo dos posibles valores: ±1ó —1. En ese caso, por lo que
9’





donde cada uno de los valores y(A), v(B) y v(C) vale +1 ó —l,por la hipótesis de ser *
e libre de dispersión para A, 1? y C. e
e.
Vamos a ver dos ejemplos en los que (2. 7) conduce a una contradicción: 9’
e
Ejemplo 1: Supongamos los observables A, B, C (incompatibles) descritos por los e-
e
operadores e-
eA = a, (2..Sa) e-
e




A, B, C representan sendas componentes de espín de una partícula de espín 1/2 según 9’




6 Ésta puede encontrarse, además de en [Von Neumann 321, en [Von Ncumann 311, y también, 9’
desarrollada y comentada extensamente, en [Albertson 61], y [Jammer 74] (Sec. 4). Además de las 9’
referencias mencionadas y de las que citaremos a lo largo de esta sección, las siguientes referencias tratan 9’
del teorema de VN o de algún aspecto particular del mismo: [Ballentine 701, [Capasso-Fortunato-Selleri
u’
70], [BeIl 71], [Clauser 71 a, b], [Belinfante 73] (Parte 1, Cap. 2) lOnóder 801, [Sellen 90] (Cap. 2). En
9’
la reedición en castellano, de 1991, de [Von Neumann 32] hay una extensa introducción histórica de José







que es un caso particular de (2. 3). Estos observables tienen pues las características
deseadas: y(A), v(B), v(C)) sólo pueden valer +1 ó —l y satisfacen una relación del
tipo (2. 2). Sin embargo,
v(A)+v(B)+v(C) (2. 10)
nunca puede valer cero como requieren (2. 7) y (2. 9), q.e.d.
Este primer ejemplo procede de [Peres 90 b], uno muy similar puede encontrarse en
[Belí66].
Ejemplo 2: Consideremos los siguientes observables:
2 2A S~, B=S~, C=S., (2.11)
es decir, los cuadrados de las componentes del espín de una partícula de espín s, según
tres direcciones ortogonales. Para cualquiers se verifica que
~2 ~
SN ±S;+S2—h2s(s+l)¡ (2. 12)
donde ¡ es la matriz identidad en el espacio de Hilbert correspondiente. La ec. (2. 12)
es otro caso particular de (2. 3). Fijémonos sólo en el caso s= 3/2 (el menor valor de s
para el cual esos tres observables 83 son incompatibles); entonces, los posibles
resultados de la medida de esos observables son solo dos: 9!? /4 ó h2 /4, y, por tanto,
no es posible que
sume 15M/4, como exige (2. 12), q.e.d.
Este ejemplo procede de [Ballentine 90], p. 131.
d. Crítica dc Beil
Be]l, [Belí 66], Sec. II, construye un modelo explícito de variables ocultas en el
que los valores esperados de la medida de una componente de espín de una partícula de
espín 112 coinciden con los de la MC. En el modelo de Belí no se atribuye ningún
significado físico a las variables ocultas que aparecen, su única pretensión es mostrar
que hay teorías de variables ocultas que no están excluidas por el teorema de VN. Un
modelo similar pueden encontrarse en [KS 67], Sec. 6. La objeción de Belí a la prueba
de VN [Belí 66], Sec. III, tiene que ver con lo que para Belí es la “hipótesis esencia]”
*e-
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de] teorema: “Any real linear combination of any two Hermitian operators represents an
w
observable, and the same linear combination of expectation values is the expectation
value of the combination.” Según Belí, el que se verifique (2. 5) para los valores e-
medios cuánticos no implica que deba suceder lo mismo para los valores medios de un o
estado de variables ocultas en el caso de observables incompatibles, es decir no tiene
por qué verificarse la relación lineal (2. 6). La razón física es que en una situación real
It
las mediciones de A, B y C no pueden ser llevadas a cabo simultáneamente; cada una de
ellas se debe hacer sobre un sistema individual diferente, y además requiere un *
dispositivo de medida diferente. El que los promedios estadísticos verifiquen (2. 5), es 9’
e.para Belí, “a quite peculiar property of quantum mechanical states (...). There is no
e
reason to demand it individually of the hypothetical dispersion free states.” Su
conclusión es que, “the formal proof of von Neumann [de imposibilidad de variables 9’
ocultas que satisfagan los requisitos de VN] does not justify his informal conclusion [la u”
9,
imposibilidad de variables ocultas de tipo más general].”
e
Contrariamente a lo que a veces se afirma, la demostración de VN, si había sido e-
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2. 2. 2. El teorema de Gleason
En 1957 Andrew Gleason [Gleason 57] demostró un teorema cuyas consecuenctas
son fundamentales para la resolución del problema de las variables ocultas. El objetivo
del teorema de Gleason era, sin embargo, otro de apariencia distinta: simplificar la base
axiomática de la MC, mostrando que las probabilidades de obtener los distintos
resultados en la medida de un observable físico siempre se pueden calcular a partir de la
matriz densidad ,ñ. En el trabajo de Gleason no hay ninguna alusión al problema de las
variables ocultas.
El artículo de Gleason comienza7: “In his investigations of the mathematical
foundations of quantum mechanics, Mackey [Mackey 57] has proposed the following
problem: Determine alí measures on the closed subspaces ofa Hilbert space. A measure
on the ciosed subspaces means a function y which assigns to every closed subspace a
non-negative real number such that if {H~} is a countable collection of mutually
orthogonal subspaces having closed linear span H, then
p(H)=~g(H
1). (2. 14)
It is easy to see that such a measure can be obtained by seiecting a vector y1 and, for
each closed subspace ff, taking p(H1) as the square of the norm of the projection of
on H. Positive linear combinations of such measures lead to more examples, and,
passing to the limit, one finds that, for every positive semi-definite self-adjoint operator
~ of the trace class,
(2. 15)
where k denotes the orthogonal projection on H~, defines a measure on the closed
subspaces. It is the purpose of this paper to show that, in a separable Hilbert space of
dimension at least three, whether real or complex, every measure on tbe closed
subspaces is derived in this fashion.”
En particular, si consideramos las medidas de probabilidad definidas, no sobre los
subespacios H1, sino sobre los correspondientes proyectores ortogonales ~, el teorema
se enuncia de la manera siguiente:
Teorema de Gleason: Para espacios de Hilbert separables (reales o complejos) H de
dimensión mayor o igual que tres, todas las medidas de probabilidad, Jfl sobre el
‘7Por motivos de conveniencia he cambiado la notación respecto al artículo original.
e’
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o,
conjunto de los proyectores {P~} sobre subespacios cerrados de H (es decir las
aplicaciones y de {.~ } en el intervalo [0, 1], que verifican ,u(O) = 0,




MU~) = (2. ]6) e.
9*
donde ,3 es un operador no negativo de clase traza determinado de forma única por la
medida (como los operadores densidad que representan estados físicos en MC)8.
La relevancia del articulo de Gleason para la cuestión de las variables ocultas
proviene de un lema implícito previo al teorema principal9, lema que, siguiendo a
Belinfante, enunciaremos de la manera siguiente:
Para ver qué consecuencias tiene este lema para el problema de las variables ocultas
hay que dar un par de pasos más10: Consideremos un espacio de Hilbert real de
dimensión tres que suponemos representa un cierto sistema físico (más adelante
veremos ejemplos de ello), de manera que los proyectores sobre subespacios
unidimensionales del espacio de Hilbert total representan proposiciones físicas (por
ejemplo proposiciones del tipo “el observable A tiene el valor a”). Las proposiciones
8 El enunciado original del teorema de Gleason está en las Pp. 892-893 de [Oleason 57].
9 Lema que no figura como tal en el artículo de Gleason. Belinfante, [Belinfante 73], p. 44, lo
reconstruye y lo identifica con las lineas 5 y 4 desde el final de la p. 889 de [Gleason 57], Bibliografía
adicional sobre el teorema de Gleason: [Piron 72], [Belinfante 73] (Sec. 3. 6), una demostración
simplificada de Gudder, no publicada, citada en [Jammer 74] (p. 297), [Krips 74, 77], [Eilers-Horst 751
(para espacios de Hilbert no separables), [Piron 76] (Sec. 4. 2), [Hultgrenn-Shimony 77], [Orisch 79]
(para espacios de 1-lilbert no separables y sin la condición dc positividad), [Cooke-Keane-Moran 85] (una
demostración simplificada), [Redhead 87] (Sec. 1.5), [Van Fraassen 91] (Scc. 6.5), [Peres 93 b] (Sec.
7.2).
‘Lema de Gleason: Sea R
1 cuajquier subespacio real de dimensión tres de un
espació de Hulbert, esto es, el espacio fon~nado por los vectores
3
(2. 17)
, dojide {V~1J~ es una base cualquiera de vectores ortogonales de R~, yc1 son
coeficientes reales. Crnlquier médida de probabilidad g(~r) en R<J~bé de ser una





















lO El razonamiento que sigue es esencialmente el que se hace en [Redhcad 87], Pp. 28-29.
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sólo admiten dos posibles resultados: 1 (si la proposición es “verdadera”) ó O (si la
proposición es “falsa). Una teoría determinista de variables ocultas debe asignar valores
bien definidos 1 ó O a esas proposiciones. Ahora bien, tanto en MC como en una teoría
de variables ocultas, de cada tres proposiciones mutuamente compatibles, por ejemplo
P”A vale a” P~”A vale b” P”A2 , ~. vale c” (supuesto que a, b y c son distintos, y
son los únicos resultados posibles al medir el observable A”) sólo una puede ser cierta,
las otras dos han de ser falsas. Las variables ocultas deberían poder asignar a todas las
proposiciones del sistema un valor 1 ó O satisfaciendo la única restricción de que en
cada descomposición de la identidad en términos de tres proyectores mutuamente
ortogonales a uno y sólo a uno de ellos se le asigne el valor 1 y a los otros dos el valor
O. Pero este requisito verifica las condiciones que debe cumplir una “medida de
probabilidad”.
Veamos ahora por qué esa medida de probabilidad es precisamente del tipo de las
que son imposibles según el lema de Gleason, es decir por qué es “discontinna”. Para
ello, identifiquemos el espacio de Hilbert abstracto de dimensión tres con el espacio
cuclídeo ordinario, y los proyectores con las direcciones representadas por rectas que
pasan por el origen de coordenadas. Consideremos una esfera de radio unidad centrada
en el origen de manera que cada dirección intersecta con ella en dos puntos antípodas; si
la medida de probabilidad antes definida asigna el valor 1 a una dirección, colorearemos
de blanco los dos puntos antípodas correspondientes, y si asigna el valor O los
colorearemos de negro. La restricción aludida entre los valores de los proyectores se
traduce en que por cada par de puntos blancos antípodas (por ejemplo los polos norte y
sur de la esfera) todos los puntos sobre al correspondiente ecuador han de ser negros.
Es sencillo ver que, en el supuesto de que se pudiese colorear toda la esfera de esa
manera, esta forma de colorear la esfera sería discontinua en el siguiente sentido: habría
puntos blancos tan próximos como se quisiese a puntos negros. Según el lema de
Gleason, esa medida de probabilidad no puede implementarse, y por tanto la asignación
de variables ocultas para colorear la esfera tampoco. A lo largo del capitulo volveremos
con frecuencia sobre este problema de “coloreabilidad”.
Nótese, en particular, que el lema de Gleason permite prescindir del postulado de
aditividad de los valores esperados para cualesquiera proyectores (conmutativos o no)
del teorema de von Neumann y sustituirlo por un postulado de aditividad para los
valores esperados para proyectores conmutativos, eludiendo así la crítica de Belí a]
teorema de von Neumann1
Como se señala, por ejemplo, en [Jammer 74], p. 297: “Through Gleason’s work it became
clear that von Neumanns result concerning the impossibility of hidden variables does not hinge on (...)
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~t.
Como veremos, Belí también se dio cuenta de esto12, y buscó una salida que
siguiese permitiendo las variables ocultas; volveremos sobre ello en la Sec. 2. 3. 3.
Antes de que se advirtiese la relevancia del lema de Gleason para el problema de las
variables ocultas, el mismo resultado ya había sido descubierto por otro camino.
the additivity assumption for the expectation values of any operators, even u they do not commute. It
now became clear that in Hilbert spaces of at least three dimensions it suffices to postulate such an
additivity for commuting operators alone in order to exclude the possibility of dispersion-free states.”
12 [Jammer 74], Pp. 299-300: “The first to realizo the importance of Gleason’s result Ibr the
problem of hidden variables was probably Josef Maria Jauch (.). lmpressed hy Gleason’s result to
which his attention was drawn by a reference in Mackey’s Lecture notes [Mackey 60], and admitting
that von Neumann’s assumptions for this hidden variable proof were too stringent and that, in
particular, the additivity postulate (...) was difficult to justify, Jauch, in collaboration with Constantin
Piron, remodeled te proof to avoid alí objections of circular reasoning and to make it independent of tlie
additivity assumption.” Ver [Jauch-Piron 63], ver también [Jauch-Piron 68]. El resultado de Jauch y
Firon se puede enunciar como el siguiente teorema, [Jauch 68], Pp. 117-1 18: “If a proposition system
(...) admits hidden variables, then any pair of propositions (...) is compatible. (...). Thus it suflices to
exhibit a single pair of noncompatible propositions to cstablish that hiddeu variables are empiricaUy
refuted.” Críticas a la demostración de Jauch y Piron pueden encontrarse en [Belí 66] y [Bohm-Bub 66
b]. Otra prueba de imposibilidad similar es [Misra 67]. Muy probablemente Belí se percató de la
importancia del teorema de Gleason para las variables ocultas al entrar en contacto con Jauch; de hecho,
en los agradecimientos de [BeIl 66], reconoce su deuda con llauch, y en [BeIl 82] se refiere al lema
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2. 3. El teorema de Bell-Kochen-Specker
2. 3. 1. Introducción histórica
El teorema de Bell-Kochen-Specker (BKS), al que durante mucho tiempo se llamó
simplemente teorema de Kochen-Specker (KS)13, más que un “corolario” del teorema
de Gleason (como a veces se dice14), será para nosotros un resultado con entidad propia
sobre la imposibilidad de (una familia de) variables ocultas en MC. De hecho, como tal
estaba ya contenido esencialmente en un articulo de Ernst Specker [Specker 60]
completamente independiente del trabajo de Gleason, y anterior a los trabajos de Bell15
y Jauch y Piron basados en el lema de Gleason. En concreto, en [Specker 60], a la
pregunta16: “[p. 139] can the description of a quantum mechanical system be enlarged
by means of additional propositions in such way that classical propositional logic is
valid in the enlarged domain?”, Specker responde: “The answer to this question is
negative except in the case of Hilbert (i.e. unitary) spaces of dimensions 1 and 2. (...)
[p. 140] For a three dimensional orthogonal vector space, exactly one of the values
t(rue) andfralse) is assigned to each linear subspace so that the fol]owing conditions are
satisfied: t is assigned to tbe whole space, and f to the nulí space; if a and b are
i3 Muy probablemente los trabajos de Mermin [Mermin 90 d, 93 a, bl contribuyeron a cste cambio
de nombre.
14 Por ejemplo en [Van Praassen 91].
~ Belí, en una nota añadida en las pruebas de un artículo publicado en 1982 [EclI 82], dicc “1am
sorry to have missed, before writing the aboye, an early paper by E. Specker [Specker 60]. It annaunced
already what 1 have called the Gleason-Jauch result. Specker did not know the work of Cleason, but
mentioned rather the possibility of an ‘elementary geometrical argument’- presumably of the kind that 1
myself gaye later [Belí 661 as a preliminary to criticism of the axioms.”
lO Traducción de Allen Stairs, en [Hooker 75], Pp 135-140, de [Specker 60]; el original dice: “[p.
245] Kann die Beschreibung emes quantenmechanisehen Systems durch Einfiihrung von zusátzlichen ——
fiktiven Aussagen so erweitert werden, dass un erweiterten Bereich die klassische Aussagenlogik gilt
(. .
Die Antwort auf diese Frage ¡st negativ, ausscr im Pali von Hilbertschen (d. h. unitáren) Ráumen
der Dimension 1 und 2. (...) Lp. 246] Es ist jedem linearen Teilraum emes dreidimensionalen
orthogonalen Vektorraumes einer der Werte w (ahr),f (alsch) so zuzuordnen, dass die folgenden
Bedingungen erftillt sind: Dem ganzen Raum ist w, dem Nullraum 1 zugeordnet; sind aund b
orthogonale Teilráume, so ist ihrem Durcbschniu a n b genau dann der Wert w zugeordnet, wenn
heiden der Wert w zugeordnet ist, und es ist dem von ifinen aufgespannten Teilraum o u b genau dann
der Wert w zugeordnet, wenn mindestens einem der Teilráumc a, h der Wert w zugeordnet ist.
Bm elementargeometrisches Argument zeigt, dass eme solche Zuordnung unmñglich ist, und dass
daher tiber cm quaníenmechanisches System (von Ausnahmefállen abgesehen) keine konsistenten
Prophezeiungen móglich siud.”
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orthogonal subspaces, then the value t is assigned to their intersection a n b exactly
when tbe value t is assigned to both of them: and the value t is assigned to their span
a u b, ifthe value t is assigned to at least one of the subspaces a, b.
An elementary geometrical argument shows that such an assignment is impossible,
e-and that therefore (aside from the exceptions noted aboye) no consistent predictions
It
concerning a quantum mechanical system is possible.” e,
e
En trabajos posteriores (ya en inglés) en colaboración con Simon Kochen [KS 65 a,
b], y sobre todo en [KS 67], se desarrolla explícitamente el “argumento geométrico e.
elemental” aludido en tjSpecker 60)17. Este argumento alcanza su versión final en un
e’
artículo de 29 páginas titulado “The problem of hidden variables in quantum mechanics”
gp[KS67118, el único trabajo de los cuatro reseñados que se suele citar al respecto.
u’
Beil, en su revisión crítica de las pruebas de imposibilidad de variables ocultas [Belí e’
66] 19 estudia la transcendencia (para Belí intrascendencia) del lema de Gleason como e
e.prueba de imposibilidad de variables ocultas. Belí resta importancia al teorema de
u’Gleason basándose en la (para él) plausibilidad física de las variables ocultas que
descarta directamente el resultado: las variables ocultas no-contextuales; veremos la e
crítica de Belí en la Sec. 2. 3. 3. Pese a esta postura de rechazo, es procedente atribuirle u’
e
el mismo resultado a Bel]. Una comparación detallada entre [Belí 66] y [KS 67] puede
*
encontrarse en [Fine-Teller 78] y en [Brown 93]. Las, a nuestro juicio, ventajas de [KS
67] frente a [Belí 66] quedarán claras en secciones posteriores, especialmente en la Sec. u’








*17 En particular en [KS 65 a] aparece por vez primera un conjunto de 8 proposiciones al que nos
e
referiremos más adelante en este capítulo como KS-8.
18 [KS 67] empieza: “Forty years after the advent of quantum mechanics the problem of hidden
variables, that is, the possibility of imbedding quantum theory into a classical theory, rcmains a
controversial and obscure subject. (...) The main aim of this paper is to give a proof of the nonexistence e’
of hidden variables.” Sobre la atribución, según KS, del mérito de la idea, en la p. 70 de [KS 67] 9’
podemos leer: “Theorem 1 implies that there is no map of the sphere Sonto <0, 1 } satisfying (.•). This 9’
result, first stated in [Specker 60], can be obtained more simply either by a direct topological argument
or by applying a theorem of Gleason [Gleason 57].’ [KS 67] apareció en la misma revista que ¡Gleason e
9’
57], de hecho el editor científico que comunica el trabajo de 1<5 es el propio Gleason.
19 [Belí 66] fue escrito antes que su famoso artículo sobre imposibilidad de variables ocultas locales
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2. 3. 2. Enunciado del teorema
Consideremos una teoría de variables ocultas (VO) en la que cualquier sistema
individual tiene un conjunto de variables que junto, posiblemente, con otras variables
asociadas al aparato de medida determinan (de alguna forma no especificada) el
resultado de cualquier experimento sobre ese sistema individual (es decir, una teoría de
VO deterministas). Llamaremos “valores de VO” a los valores que las VO determinan
para cada experimento posible. Supongamos específicamente que en nuestra teoría de
VO los valores de VO satisfacen las siguientes hipótesis20:
Restricciones sugeridas por la MC sobre los valores de VO:
Coro/ario: Si un estado cuántico es libre de dispersión para un observable A (lo cual
significa que, de acuerdo con la MC, es matemáticamente describible por un estado
propio de A correspondiente a un cierto valor propio a), cualquiera de los sistemas
individuales en dicho estado tendrá un valorde yO paraA igual al valor propio,
20 Este enunciado es esencialmente el que aparece en [Cabello 94] y ICabello-García Alcaine 95 b].
(BESI’) Definitud a priori: Un sistema individual puede tener simultáneamente
valores de YO precisos para cias observables no coxnpatibles, fi y /3, aunque éstos no
se puedw-i medir conjuntamente (en el sentido de<quwno se puede hacer una preparatíón
cori valores bien definidos para ambos).
(BKS’2) No-contextualidad: El valor qi¿le les YO as&ian a la medida de un
observable A en un sistema individual, es indepeñdiente de qué’ otros observabks
(compatibles con A) se midan conjuntamente collA.
v(A):=vCAAR)=v(AAP (2. 18)
(BKS3’>: Si la m~dida de un observable A sobre un conjunto de sist~mas
idénticamente preparados da resultados en un conjunto discreto de valores (qpe, de
acuerdo con la MC, pertenecen al espectro del éptrador autoadjunto asociado Á), el
valor asociado a ese observable en una teoriade VO, que denotar~rnns por vEA), debe
de ser uno de tales valores para cualquier sistema individual del conjunto
Los comentarios posteriores pertenecen a ¡Cabello-García Alcaine 95 b].
u’
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o,
o,




























Las hipótesis (BKS3) y (BKS4), las dos que hemos llamado “restricciones
sugeridas por la MC”, aunque son razonables, no son inevitables, incluso para una
teoría de VO cuyas predicciones sean totalmente compatibles con las de la MC. Por
ejemplo, en la teoría de Bohm [Bohm 52], [Bohm-Hiley 93], en particular en el
tratamiento que en este marco hacen Dewdney et a/. del espín de las partículas de espín
1/2 [Dewdney-Holland-Kyprianidis-Vigier 88], [Dewdney 92], [Holland 93] (Cap. 10),
las tres componentes del espín de una partícula individual tienen valores (ocultos)
continuos simultáneamente bien definidos; es en la interacción con el dispositivo de
medida, típicamente un aparato de Stern-Gerlach [Gerlach-Stern 21, 22 a, 22 b],




~‘SRS41l:Cualquier conjunto de kalores de VG que cotresponda a u~ conjunto de
obrexvables compatibles (deseritosen MC por operadores autoadjuntos queconmutan)
satí~face las mismas relaciones que,cu4quicr resultado posible (según la MC) de medir
‘esos observables de acuerdo cón’ la MC. Esto es: sea {A, B, C, . .. } un conjunto de
observables mutuamente compatiNes, y supongamos que los operadóres que los
• tepresefltan ‘satisfacen ‘una‘cierta ideútídad funcional
(2.20)
Eir~sultado de cualquier medi4acCxijun~a de estecQnjunto de observables sobre un
si~teÚa individual ~erá(de acuerct4 con la MC) un conjunto’ de ‘valer¿s ‘propios de los
corresponkntcs operadores. fa k; c, - .1 ,‘que satisfaga la relación
f(a 4> e, )0~ ,.. •¡2~2i)
$K$4Yestablece ~ conjunto de nlores 4#’.Vo pára esos obsernbks debe
v~tffloar la tpisrna relación
.. .. ,,. fÚvUt)’,VQB);v(C), .. .)t’O - (2. 22)
réarema de Bell-Koc’hen-Sp’ecktr: Para sistemas fískos descritos en MC ~r
‘e$p4c105 de Hi1be~t de dinlensión ~jayoi’ o igual que tres, no existe ninguna teoría de
Vaxiábles acalias que satisfaga a lastz las hipótesis (BKS’1)-$KS4>.
manera que está prohibida la existencia de conjuntos libres de dispersión para más de e
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una componente de espín). La teoría de VO de Bohm es compatible con la MC pero no
satisface ni (BKS 1) ni (BKS3) ni (BKS4) [Dewdney 92] y por tanto no le afecta el
teorema de BKS. Una discusión más detallada de las razones por las que la teoría de
Bobm elude e] teorema de BKS puede verse en [Dewdney 92, 93], [Pagonis-C]ifton
95].
2. 3. 3. Crítica de Beil
En [Dell66] Bel] hace una crítica a las hipótesis del lema relevante (como prueba de
imposibilidad de variables ocultas) del teorema de Gleason (esto es, a las hipótesis del
teorema de BK521). Las criticas de Belí se dirigen fundamentalmente a la hipótesis de
no-contextualidad [Bel]66], p. 451: “Ihe danger in fact was not in the explicit but in the
implicit assumptions [sobre los operadores conmutativos]. It was tacitly assumed that
measurement of an observable must yield the same value independently of what other
measurements may be made simultaneously. Ihus as well as P(~
3) [la proposición
asociada al proyector sobre el vector ~ del espacio de Hilbert] say, one might measure
either P(~2) or P(i¡í,), where ~, and y2 are orthogonal to ~ but not to one another.
Ihese different possibilities require different experimental arrangements; there is no a
priori reason to believe that the results for P(~3) should be the same. The result of an
observation may reasonably depend not only on the state of the system (including
hidden variables) but also on the complete disposition of the apparatus.” [Belí 66], p.
447: “These additional demands [la no-contextualidad] appear reasonable when results
of measurement are loosely identified witb properties of isolated systems. They are seen
to be quite unreasonable when one remembers with Bohr ([Bohr 49], p. 210) “the
impossibility of any sharp distinction between the behavior of atomic objects and the
interaction with the measuring instruments which serve to define the conditions under
which the phenomena appear.””
22
2! En rBelI 66] BeIl habla del teorema “de Gleason”, en [EclI 82] habla del teorema “de Gleason-
Jauch” aunque, como ya hemos dicho, reconoce al final que este resultado ya había sido adelantado por
Specker. En ese mismo artículo, Belí cita por primera vez el trabajo de Kochen y Specker [KS 671, pero
simplemente como una “prueba de imposibilidad” más.
22 De hecho, se pueden encontrar citas de Bohr aún más explícitas, por ejemplo, LBohr 28], p. 99
(de la edición en castellano): “. - el postulado cuántico implica que toda observación de los fenómenos
atómicos lleva aparejada una interacción con cl aparato de observación que no puede ser despreciada. Por
consiguiente, no puede adscribirse una realidad independiente en el sentido físico ordinario ni a los
fenómenos ni a los instrumentos de observación. Después de todo, el concepto de observación es
arbitrario en la medida en la que depende de qué objetos se incluyan en el sistema a observar.”
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La respuesta a las objeciones de Dell es la siguiente: Para que el teorema de BKS
funcione no hace falta suponer que el resultado de una medición sólo depende de las
variables ocultas del sistema sobre el que se mide, puede, también depender de las
variables ocultas del aparato de medida, ése no es el problema; el problema (para las o,
o,variables ocultas) es otro, como ilustra el siguiente ejemplo: supónganse tres
*
observables A, B, C, de manera que A es compatible con B y C, pero B y C son
o,
incompatibles entre si; supóngase que, al menos en este caso, la condición de no- e,
contextualidad no se cumple y que y(A) es diferente cuando A se mide conjuntamente u’
con 8 que cuando se mide conjuntamente con C. “Conjuntamente”, sin embargo, no le
o,
quiere decir “simultáneamente” (ni siquiera quiere decir, en este caso, que deba de *
existir un referencial en el que ambas mediciones sean simultáneas): la condición de e
compatibilidad permite medir A y después decidir qué otro observable (B o C) se mide e.
(o incluso decidir no medir ningún observable más). Supuestamente las variables le
mt
ocultas deberían permitir predecir el resultado —posiblemente distinto— de cada uno
de estos tipos de medición de A, y(A), antes de decidir cuál es la medición conjunta (A e
y B, A y C, o sólo A) pero ¿cómo puede depender y(A) de una decisión futura?23. Otra 9’
9’
versión de la misma idea consiste en sustituir esa elección “futura” por una elección que
se toma en una región del espacio-tiempo separada de la región en la que se efectúa la
medición de A por un intervalo de género-espacio, de manera que no exista conexión e
causal entre la medición de A y la decisión de qué se mide (B o C). Eso implica e
e
considerar sistemas compuestos de al menos dos partes espacialmente separables, de
e
manera que la medición de A se efectúe en una de las partes y que los observables B y C e’
sean observables sobre la otra parte. Eso es equivalente a sustituir la hipótesis de no- le
contextualidad por un caso particular de la misma, mucho más plausible físicamente: la e’
e
hipótesis de localidad. De hecho, en [Dell 66], este paso ya se apunta al final del
artículo, p. 452: “It would (...) be interesting, perhaps, to pursue some further 9’
“impossibility proofs”, replacing the arbitrary axioms objected to aboye by some e
u’
condition of Iocality, or of separability of distant systems.” Cuando por fin se publicó
[Belí 66], hubo que añadir una nota al final: “Since the completion ofthis paper such a
proof has been found [Belí 64]”. En la Sec. 3. 3. 1 y siguientes desarrollaremos la u
demostración (con desigualdades) de Dell. Seguiremos, sin embargo, con un estudio de le
9’las demostraciones del teorema de BKS porque de lo que aparentemente Dell no se dio
e
cuenta es que las mismas demostraciones (algebraicas) del teorema de BKS podrían, en e’
ciertas condiciones, servir para demostrar un teorema de imposibilidad de variables *
ocultas locales (el teorema de Bell-EPR) cuando se aplican a sistemas compuestos de le
u’
u’23 [Peres-Ron 88], p. 119, “There is howevcr a difficulty. (..) if ¡A, 8] = [A, C] = O but
[8, C] t O, suppose that we measure A firsí and rmly a later time decide whether to measure E or C or
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dos (o más) partes separadas por intervalos de género-espacio. En el capítulo 4 veremos
cuáles son esas condiciones.
2. 3. 4. La demostración de Kochen y Specker
a. Características
La demostración original por Kochen y Specker del teorema de BKS en dimensión 3
[KS 67] tiene cinco características que nos interesará recordar en el resto del capítulo:
Más adelante veremos demostraciones que llamaremos “dependientes del estado” en
las que la contradicción se alcanza sólo para una cierta elección de valores de partida
(equivalentemente, para una cierta preparación de un estado físico), e incluso
demostraciones “probabilísticas” en las que la contradicción surge sólo para ciertos
valores de partida y ciertos valores finales (equivalentemente, para un cierto conjunto de
estados individuales postseleccionados por una segunda medición tras la preparación
inicial); de hecho, veremos que la demostración de KS contiene varias demostraciones
dependientes del estado y varias demostraciones probabilísticas.







szCY t ~i (2. a)
<ji) Es indepe4dienfr del estado; la cantradi~tión se aleanz para cualquier
asignación de valoules d~ partida.
(2) Usa sólo #royecrares sobre subespaclot unidimensionales. Estrict~niente
hablando, la demostración original usa ‘vp~rattores que’ representan.~ compoflefltess’ de~
espín al cuadrado *e una partícula de espín 1, $~, que son operadttes de espectto jO,
A2 (doblemente degen~rado>’}, pero como existe lnXá’biyección entre estos operadores y
los proyectores sobre subespaelos unidimensiónales24,
1 =1—&,~/h2 (2. 23)
(el espectro cielos P, es {O (doblemente degenerado)~ 11), direinos’que la dernosfración
de KS es equivalente a una demostración con proyectores unidim0nsinnales.
e.
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En 2. 5 veremos demostraciones no con proyectores unidimensionales (proyectores
de rango 1) sino con operadores en dimensión 4 (y 8) con dos valores propios distintos
doblemente (y cuatro veces) degenerados. Además, en [Kernaghan-Peres951 se da una
demostración (en dimensión 8) con 30 proyectores, 14 de rango 2, y 16 de rango 1, y mt
en [Peres 96 bl se presenta otra (en dimensión 4) con 9 proyectores de rango 2.
ti
u
Uno de los puntos fuertes de [KS 67] frente a cualquier demostración anterior, en le
e’panicular frente a [Dell 66], es precisamente éste: que proponen una interpretación física
e
concreta de los operadores que se manejan y además dan una receta para su medición,
tanto de cada uno de ellos individualmente como de conjuntos mutuamente e
conmutativos de ellos (mientras que Dell maneja proyectores abstractos sin preocuparse 9’
ede su interpretación física). La medición de un S~ se puede hacer mediante Stern-
e
Gerlach ordinarios, y una medida conjunta de un conjunto completo de este tipo de




con a, b, e reales y distintos (los posibles resultados de una medición de H0 son e’
e’ljh~=b+c, h~ ~a+c, ti, = a -i- b 125), ya que ~, ~ y S~ se pueden escribir como
e
función de II~~ concretamente, e
e
(a—b)Ác--aí’[H0 —(h+cfl(H8 —2a), (2.25 a)
u’
S« =(b—cY’(a—hf’[1v4 —(c+a)](H0—2h), (2. 25 b) u’
u
Sfr =(c—af~(h—c[1[H0 —(a+h)](H0 —2c). (2.25 c) 9’
e
Así, por ejemplo, si el resultado de una medida de H0 fuese k~ = b + e, la MC permite e’
inferir, a partir de las expresiones (2. 25 a)-(2. 25 c), que Sf = 0, y 52 = = 9’2. le
Físicamente, KS interpretaban 14 como la perturbación de primer orden que u’
experimenta la energía de un átomo de ortohelio en el estado 2~S~ — n=2, 1=0, e’
e
25 Equivalernemente ¡4~ se puede representar por el operador e’
e’
(3) Tiene una interpretación física: los Ñ,~ representaÍ~ componentes de espfn al
‘¿uadrado de una pattieuladeespíñ 1, SÁ(S~nV. AdemásKS dan una receta para
medir conjuntamente cualquier tOn3unto completo de estos observables (tres S~ en tres
direcciones mutuamente ortogonales).
¼ kjs~ =O><S =OI+hlS~ =o><s =O~-i-h~S, =O><S, =O~. (2. h)
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s=l— sometido a un campo eléctrico de simetría ortorómbica26. Entonces el
hamiltoniano Hes perturbado a H + H
0. El operador Ñ0 corresponde así al observable
físico que representa el cambio de energía del estado orbital más bajo del ortohelio que
resulta de aplicar ese campo eléctrico. El cambio en los niveles de energía se puede
medir estudiando el espectro del átomo de helio después de aplicar el campo. Con esa
interpretación física resuelta de este modo, el resultado de KS se puede enunciar
diciendo que no es posible asignar consistentemente valores de VO no-contextuales a un
conjunto de observables {S,~}.
Otra diferencia esencial entre [Belí 66] y [KS 67] es que mientras Dell (y [Gleason
57]) maneja un continuo de proyectores, KS sólo usan un número finito. En la Sec. 2.
3. 5 nos ocuparemos de las demostraciones continuas. La siguiente cita refleja porqué
KS pensaban que era importante hacer una demostración con un número finito de
proposiciones, [KS 67], p. 70: “Theorem 1 implies that there is no map of the sphere S
onto {0, 11 satisfying (...). This result, first stated in [Specker 60], can be obtained
more simply either by a direct topological argument or by applying a theorem of
Gleason [Gleason57]. However, it seems to us important in the demonstration of the
non-existence of hidden variables that we deal with a small finite partial Boolean algebra
[definida en la p. 65 de [KS 67]]. Por otherwise a reasonable objection can be raised
that in fact it is not physically meaningful to assume that there are a continuum of
quantum mechanical propositions.”
26 Una receta ingenua para obtener un campo de ese tipo es: colóquense sendas cargas eléctricas
puntuales idénticas 1 en los puntos de coordenadas (a, 0, 0) y (—a, 0, 0), otras dos cargas y, una en (O,
h, O) y otra en (0,4,0); y otras dos y, una en (0, 0, c) y otra en (0,0, —c). El campo resultante tiene
la simetría requerida. Ver [1<867], Pp 72W y [Belinfante 73], p. 36. Ver también rswift-wright 80]
(Stern-Gerlach generalizados) y la Sec. 2. 4. 3 h.
(4) Es finita: requiere sólo un número finito de bperadores <de proyectores) y por
tanto sólo supone la existencia de valores par un número finito de observables
(proposiciones> físicos.
e’
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En 2. 5 veremos demostraciones “multiplicativas” que se basan en
descomposiciones de la identidad como producto de operadores. Es también pertinente
resaltar que la demostración de KS usa descomposiciones de la identidad del espacio de
Hilbert tota/, ya que, como veremos en la Sec. 2. 4. 2. h, existen demostraciones con
las características (1 )-(4) pero basadas en descomposiciones aditivas de la identidad de
subespacios de] espacio de Hilbert total.
Veamos cómo se traducen las hipótesis del teorema a una demostración de estas
características. Consideremos el espacio de Hilbert de dimensión tres que representa los
estados de espín de una partícula de espín. Sobre ese espacio de Hilbert, KS consideran
operadores del tipo s,, equivalentemente nosotros consideraremos los correspondientes
proyectores unidimensionales ~ =1 — S2 ¡ h2. Supongamos que existiese en ese cason
una teoría de variables ocultas que satisfaga (BKS 1 )-(BKS4).
Equivalencia entre observables (proposiciones) y direcciones. Una propiedad
útil de este ejemplo es que dos observables S
1
2 y sJ (las componentes al cuadrado según
los vectores unitarios r y r,), o equivalentemente las correspondientes proposiciones
~ y P,, son compatibles cuando r¡ y r
1 son ortogonales, dicho de otra manera
[S
2 SJ]=[fl, ~]=0~r«r, =0. Esta propiedad permite establecer una biyección
entre las direcciones en el espacio euclideo tridimensional (que representaremos por
vectores r) y los correspondientes operadores (o proyectores), explícitamente esta
relación es 1 —=71k2= k = < ®r~ (donde r
1 es real y unitario y 0 su transpuesto). En
adelante hablaremos casi siempre de direcciones en lugar de observables o
34
basa en descomposiciones aditivas de la identidad en el espacio de
‘Hilben total (de dimensión 3, en el caso de KS),
a
1=!
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Por (BKS 1) cada observable S7 (cada proposición ~&)debe tener un valor
predefinido que, por (BKS3), supondremos que es O óh2 (1 ó O); con la equivalencia
anterior supondremos que cada dirección r
1 debe tener un valorpredefinido
Ademas, como la suma de cualquier conjunto completo de operadores (proyectores)
compatibles es la identidad multiplicada por 2& (la identidad), es decir, los resultados
de cualquier medida de un conjunto completo de observables (proposiciones) siempre es
2k
2 (1), siendo siempre dos de ellos k2 (0) y el tercero 0 (1), la hipótesis (BKS4) se
traduce en que para cualquier trío de direcciones mutuamente ortogonales r,, r’, r~,
debe ocurrir que
v(r)+v%)±v(rk)=l. (2. 29)
Es decir, los valores asignados a tres direcciones mutuamente ortogonales han de ser un
1 y dos 0’s. En particular no es posible asignar el valor 1 a dos direcciones ortogonales.
La hipótesis de no-contextualidad (BKS2) se traduce en que el valor asignado a una
dirección debe ser el mismo cualquiera que sea la terna de direcciones ortogonales que
se considere. Por ejemplo, supóngase que { r
1, r,, r~ } es una terna ortogonal, que
contiene a r1, entonces para cualquier otra terna ortogonal que contenga a r1, { r,, r,,,
rk. }‘ debe ocurrir que
v(r,.) xv 1— v(r,) — v(r~)
=l—v(r.ú—v(rk) (2. 30)
Equivalencia entre valores y colores. Es habitual en la literatura asignar un color a
cada uno de los dos posibles valores que pueden tomar las direcciones (por ejemplo,
blanco para el 1 y negro para el 0). Un conjunto de direcciones sobre el que no se puede
implementar tal asignación se dice entonces que es un conjunto “no-coloreable” de
direcciones. El problema de encontrar una aplicación y sobre las direcciones del espacio
euclídeo que verifique (2. 28) y (2. 29) es entonces equivalente al de “colorear” una
esfera centrada en el origen (cada pareja de puntos antípodas de la esfera representa una
dirección) con las restricciones que se deducen trivialmente de (2. 28) y (2. 29).
e.
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b. Diagramas de KS
En el trabajo original [KS67], pp. 68, 69 y 70, KS utilizaban unas construcciones a
o,las que en la literatura posterior se les llama “diagramas de KS” (ver, por ejemplo,
[Belinfante73], pp. 64 y 67) o “grafos de KS” [Peres-Ron88]27. Su único cometido es o,
representar las ortogonalidades entre direcciones: cada vértice representa una dirección y
o,dos vértices están unidos por un segmento si son ortogonales. En dimensión 3 un
o,
conjunto de direcciones ortogonales se representa entonces por un triángulo.
e
En esta memoria usaremos con frecuencia estos diagramas o generalizaciones de los o,,
mismos que cumplan el mismo cometido, cuando o la dimensionalidad del espacio de e





c. Los tres pasos
u’
La construcción de un conjunto de direcciones no-coloreable con las características e’
antes señaladas procederá en tres pasos. En el primero construiremos un conjunto de
*direcciones para el que una elección particular de valor para una dc las direcciones
9’determina el valor de otra de ellas; encadenando cinco de estos conjuntos construiremos e
en el segundo paso conjuntos que son no-coloreables para una elección particular de una 9’
de sus direcciones; encadenando tres de estos conjuntos obtendremos en el tercer paso e
u’
un conjunto que no es coloreable sea cual sea la elección de partida.
e’
















27 Estos diagramas se usan en por vez primera en ~KS65 a], Fig. 1. También se usan en [Lenard
741, p. 229, [Pitowsky 82], p. 394. [Redhead 87], p. 126 y 130, [Clifton 93] pp. 444 y 446,





Definición: Llamaremos conjunto con una predicción definida (definite
,,:prefliCtwn set, DPS) a un conjunto S={r~i{J~1 de direcciones tal que al’ni nos
‘~éki”’ón de valor para ‘una direccíógpanicular r1 de S, el val& para otra dírceciód r~. de
S está determinadopor(2. 28) y (2~ 29).
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r
‘:3
Fig. 2. 1. Diagrama de Kochen-Specker del conjunto KS-8. En el
las direcciones son:
r~ =(l, 0, 0)
u2 = (0, cosa, sin a)
r3 =(cot~, 1, —coa)
u4 = (tan @coseca, — sin a, cosa)
caso más general
= (O, cosj3, sin /3)
u6 =(cot~, 1, —cot/3)
u7 = (tan@cosec/3, —sin/3, cos/3)
= (sin4, — cos4, 0)
con a !=/3; a, /3 !=pzr /2, p entero. Para que r4 sea ortogonal a u7, es necesario que
sinasinficos(a —J3)=—tan
2 ~. (2. 31)
Como el miembro izquierdo de (2. 31) está acotado entre —1/8 y 1, entonces
Vl=arctan(l/8). (2. 32)
Para cualquier elección de ~ consistente con esta desigualdad, elegiremos a y /3 de
manera que verifiquen (2. 31).
El conjunto de 8 direcciones de la Fig. 2. 1, al que llamaremos KS-8, es un DP528
como muestra el siguiente lema.
28 Como ya hemos dicho, KS-8 aparece por primera vez en [KS 65 a], Fig. 1. En su forma original
el conjunto tenía II proposiciones, dc las que 3 no juegan ningún papel y por tanto se pueden eliminar.
Clifton IClilton 93] conjetura que ése es el conjunto más sencillo de este tipo (lo que nosotros
llamamos un DPS), e incira a buscar uno más pequeño. En respuesta a Clifton, Vermaas [Vermaas 94]
señala que se puede eliminar uno de las direcciones del conjunto de 8 (como preparar el sistema de
manera que v(i) = 1, es equivalente a preparar v(r
2) = v(r5) = 0, podemos prescindir de i y decir
simplemente que nuestra preparación —o preselección— es v(r,) v(r~) = O). De hecho se puede
eliminar. sin merina de significado físico, otra dirección más (por un argumento simétrico, si al medir
u
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o,.
Lema 1: v(r1)=1=~v(r)=0.








Añadiendo dos direcciones más a KS-8, como se hace en la Fig. 2. 2, se obtiene un
DPS, que llamaremos KS-1O, de distinto tipo, como muestra el siguiente lema.
Lema 2: v(i§)=l=~v(r~)=l.
Demostración: Por reducción al absurdo; supongamos
por el lema 1
de (2. 36) y (2. 37)
v(rj)=.l, v(r10)=O,






—postseleccionar— encontramos v(¡) = 1 eso equivale a v(r1) v(r) = O, por lo que podemos
prescindir también de y KS-8 ha sido “redescubierto” varias veces, por ejemplo, [Belinfante 731, p. 63.
En Galindo [Galindo 74], p. 201, se dice “Belinfante lo consigue con ocho puntos y puede mejorarse a
seis.’ En la Sec. 2. 3. 5 veremos que la demostración de Belinfante es en realidad una demostración
continua que no tiene las características de la de KS, así que la ‘mejora” de la que habla Galindo
probablemente no tiene que ver con una reducción en el número de direcciones de KS-8 sino con las
demostraciones continuas; de hecho, Galindo propone una demostración de estc último tipo en [Galindo
75]. Los DPSs veremos que tienen un papel relevante en otros tipos de demostraciones del teorema de
BKS: las continuas (ver la Sec. 2. 3. 5), y las probabilísticas (Sec. 2. 3. 6); y juegan un papel
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Segundo paso: construcción de un conjunto parcialmente no-calo reable
El conjunto de la Fig. 2. 3. se ha construido encadenando cinco diagramas como los
de la Fig. 2. 2 con ángulo ~ = ir/lO entre las direcciones inicial y final de cada
diagrama. La elección de este ángulo (compatible con (2. 32) tiene la ventaja de que
permite ir desde la dirección a otra perpendicular mediante un número exacto de pasos
((u/2)/(ir/l0)=5), así todos las direcciones iniciales y finales de los KS-10’s
intermedios están en el mismo plano y se puede elegir la dirección r9 común a todos
1
r
F¡g. 2. 2. Diagrama de Kochen-Specker del conjunto KS-l0. Las direcciones son las
mismas que las de la figura 2. 1 con = (0, 0, 1), y ¡% = (cos~, sin ~, O).
• • • Deflnt4óitt Llamaremos conjunto ~arcialÑz~ñt4’no-cotorea,bk ~jparilally’? non-
colourable set, PNCS) a un conjunto T’de diretaioh~s tales que existe al menos una
elección de valor para alguna dirección de 77 que haee
4ímposible’asigrtar valores al restd’
de las direcciones de T siguiendo (2. 28) y (2. 29).
ellos. Este conjunto es un PNCS como se ve aplicando cinco veces del lema 2:
U?
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v(r,)=l=~v(r1, )=l=~’v(r,, )=l~v(r,,, )=l=?, v(r,4 )=l ~ v(r,) = (2. 39)
pero r~Ir,, q.e.d.





Fig. 2. 3. Conjunto parcialmente no coloreable construido encadenando cinco
conjuntos con una predicción definida (cinco KS-lO’s como los de laFig. 2.2).
v(r)=l=n’(r,)=l,pero r11r1.
yunavezellemal (con @=ff/l0)
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(2. 41)
pero es inmediato comprobar que r8 = con lo que hemos llegado a una
contradicción. El PNCS resultante tiene menos direcciones (38) que en el caso anterior
(41).
Un PNCS da lugar a una demostración dependiente del estado (“state-specific”, en
la terminología de [Kernaghan-Peres 95]): si se prepara el sistema en un estado propio
de v(r,) con valor propio 1, la asignación de valores no se puede completar de manera
consistente con (2. 28) y (2. 29)29.
Tercer paso: construcción de un conjunto totalmente no coloreable
29 Sobre la traducción de esto al lenguaje de [KS 67], Clifton, e-mail del 20 dc febrero: “When 1
first got on to ihe idea of a state dependení argument (which, after ah, is how my probabihistie
arguments [Clifton 93] work), 1 was intiuenced hy looking at the KS 1967 paper. 1 was trying to find a
physical way to understand te criterion they calI “weak embeddability” of partial Boolean algebra (pBa)
into a Boolean algebra. Thc definition of that is that, br any nonzero element (say, a ray) of a pBa of
projections on a Hilberí space, there is a two-valued homomorphism that sends thaI elemení to 1. So
whaí “srate dependení” proofs show from íhat point of view is that there are certain rays thai do nol
admit value 1 without contradiction (viz. the ray you choose the síate vector tu lic in tu get the
contradiction), thaI is, certain pEas thai are not weakly embeddable in a BA [Boolean algebra]. KS also
define a notion of (jusí) emheddability (sans “weak”) and thai is that fur any two nonzero elements (rays)
a and b, ihere is a homomorphism thai separates their values, i.e. for which h(a) is not equal to h(b). So
ihere is another kind of “KS contradictiun” (if you can cali it thai) worth looking out fur - seIs of rays
where no valuation permits two rays in ihe set tu have opposite values (KS, in their paper, give a 17-
point graph in 3D that illustrates thai point [p. 701 - so Ihere, too, it is possible to lower substantially
the number of rays needed if une only seeks a nunembeddability resulí raiher ifian a resulí which proves
ihere are no valuations al alí - which is thc original idea of a “KS contradiction”.)”
Definición: Llamaremos conjunto totalmente no-colareable (totaily non~-
colourabíe set, TNCS) a un conjunto finito de direcciones que no se puede colorear de
ninguna manera consistente con (2. 28) y (2. 29).
42 Cap itulo 2. El teorema de Bell-Kocken-Specker
k h
j
Fig. 2.4. Conjunto totalmente no-co]oreable formado por las 1 ]7 direcciones de KS,
KS-117. Sólo las direcciones i, p, j q, k, r, están en su verdadera posición sobre la
esfera, a y ¡ representan la misma dirección, y lo mismo b yj, y c y k. Tomado de
[Cabello 95].
El conjunto de la Fig. 2. 4, construido, encadenando tres PNCS’s es un TNCS.
Demostración: v(r1) no puede ser 1 (si lo es, ya hay una contradicción, según
vimos); análogamente v(r1) y v(¡) tampoco pueden ser 1; pero
v(r1) = v(r,) = v(r4) = O es incompatible con (2. 29), q.e.d.
w
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El diagrama de KS final (en representación tridimensional) es el de la figura 2. 4 (el
diagrama original —un diagrama plano— puede verse en [KS 67], p. 69, o [Redhead
87], portada y p. 130)30.
El número de direcciones empleadas en la construcción es: 150 (15, número de KS-
1O’s, por 10 número de direcciones en cada KS-lO), menos 15 (puesto que la dirección
final de cada KS-l0 es la dirección inicial del siguiente) menos 15 (puesto que las
direcciones de tipo r9 es rt para los cinco KS-10’s con direcciones inicial y final en el
plano x-y, r1 para los cinco en el plano y-z, y r1 para los cinco en el plano x-z.) y menos
3 (puesto que r1, = r,, r6 = r1, r,. xv r1); en total 117 direcciones distintas.
Un TNCS da lugar a una demostración del teorema de BKS independiente del
estado.
d. Otros DPSs
En las figuras 2. 5 y 2. 6 se representan otros dos DPS diferentes. B-]J (Fig. 2. 5)
es un subconjunto del que usaba Dell en [Dell 66], que es el DPS que aquí llamaremos
B-13 que se obtiene como se explica la Fig. 2. 5. CG-]4 (Fig. 2. 6), se propuso en
[Cabello-García Alcaine 95 b] como ejemplo de un DPS que sirve para hace
predicciones con certeza en una teoría de VO que discrepan más de la MC que en los
casos anteriores (ver la Sec. 2. 3. 6), y para obtener TNCSs con menos direcciones que
los basados en KS-lO (ver la Sec. 2. 4. 3. d). CG-] 6 es otro DPS obtenido a partir de
CG-14.
30 El diagrama de KS, LKS 67], p. 69 —del que la figura 2. 4 es una representación
tridimensional—, ha sido bautizado, [Redhead 87], p. 129, como la “cuna del gato” (“Ihe amazing ‘cat’s
cradle”’), nombre que también se usa en [Clifton 93], p. 446. Ver la disgresión en [Mermin 93 b], p.
808, sobre el “great power over the philosophic imagination” que ha tenido este diagrama.
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Fig. 2. 5. Diagrama de Kochen-Specker del conjunto B-l 1. En el caso más general
las direcciones son:
= (tan4~cosec/3, — sin/3, cos/3)
r2 =(0, cosa, sina)
r4 =(tan~coseca, —sina, cosa)
= (O, cos/3, sin/3)
r~=(0, 1,0)
r9 =(sinacosa, 0, —tan~)
rj<, =(sinf3cos/3, 0, —tan~)
y =(sin~, —cos~, 0)
con a !=fi; a, /3 !=pg /2, p entero. Para que r9 sea ortogonal a es necesario que
(2. 42)sinasin/3cosacos/3 = —tan2 ~.
Como el miembro izquierdo de (2. 42) está acotado entre —1/4 y 1, entonces
(2. 43)
Para cualquier elección de ~ consistente con esta desigualdad, elegiremos a y /3 de
manera que verifiquen (2. 42).
Se puede obtener otro DPS, que llamaremos B-13, añadiendo aB-lI los vectores
~2 =(O, 0, 1), y r
1~ =(cos~, sin~, 0) (igual que hicimosparaobtenerKS-lOapartir
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Fig. 2.6. Diagrama de Kochen-Specker del conjunto CG-14. En el caso más general
las direcciones son:
1:3 = (1, 0, 0) = (0, 1, 0)
= (O, cosa, sina)
= (cot~, 1, — cota)
r4 =(tan4coseca, —sina, cosa)
= (0, cos /3, sin /3)
r6 =(cot4, 1, —cot/3)
= (tan~cosec/3, —sin/3, cos/3)
u2 =(sinacosa, O, —tan4ú
~ =(tan~, O, sinacosa)
u =(0, cosy, siny)
= (tan@cosec/3sec(/3—y), — siny, cosy)
= (cot~sinflcos(/3—y), siny, — cosy)
u14 =(sin~, —co4, O)
con a !=/3 !=y!=pzr /2, con p entero. Para que la dirección u10 sea ortogonal a u12, es
necesario que
sinacosasin /3cosycos(fi— y) = —tan2 ~. (2. 44)
Como el miembro izquierdo de (2. 44) está acotado entre —3 3/16 y 1, entonces
w=arctan(3314/4). (2. 45)
Para cualquier elección de ~ consistente con esta desigualdad, elegiremos a, /3 y y de
manera que verifiquen (2. 44).
Se puede obtener otro IJPS, que llamaremos CG-16, añadiendo a CG-14 los
vectores y = (O, 0, 1), y y, = (cos@, sin~, 0) (igual que hicimos para obtener KS-l0
r
a partir de KS-8).
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En resumen, los DPS que hemos considerado son de dos tipos:
mt
(a) Aquellos en los que v(r1) = 1 ~ v(rf) = O. De este tipo son KS-8, B-l 1 y CG-
14. En particular, si rt =0, KS-8 hace esa predicción para todas las direcciones le
le’
segun vectores unitarios con extremo en la corona esférica comprendida entre los
ángulos
mt
705 =0<1095 (2. 46) 9’
e’
tomando como eje polar la dirección r. B-l 1 hace lo mismo para le
u’




60.3” =0=119.7”. (2. 48) 9’
e(b) Aquellos en los que v(r1) = 1 ~ v(r1) = 1. De este tipo son KS-10, B-13 y CG-
16. En particular KS-l0 hace esa predicción para todas las direcciones según vectores e’
unitarios con extremo en el casquete esférico de ángulo 9’
9’
0~=l9.5t (2. 49) e
e
u’tomando como eje polar la dirección r1. B-13 hace lo mismo para
e








2.3.5. Demostraciones continuas e
e
Con un DPS (un conjunto en el que la asignación de un determinado valor a una de e
e
las direcciones obliga a que otra de las direcciones, que subtiende un cierto ángulo
respecto al primero, deba tomar un determinado valor) y la ayuda de argumentos e
geométricos auxiliares, se pueden obtener demostraciones del teorema de BKS sin u
necesidad de completar un conjunto finito no-coloreable. Así, por ejemplo, Dell [Bel! 9’
u’
66] propone el siguiente argumento geométrico: puesto que los proyectores sólo pueden
tomar los valores 1 ó O, deben existir dos direcciones arbitrariamente cercanos en los u’
que tomen valores diferentes; y esto es imposible. Para verlo, pensemos en un DPS e.
9’
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descrito en la sección anterior); en él, si una dirección tiene asignado el valor 1,
cualquier otro que forme con él un ángulo menor que uno dado también debe tener el
valor 1. Belinfante [Belinfante73], p. 63 utiliza un argumento similar; considera un
DPS con 8 direcciones en RP~ (el que hemos llamado KS-8) y un argumento que tiene
que ver con el tamaño relativo de los conjuntos de direcciones a los que se ha de asignar
uno u otro valor. De este tipo es también la demostración de Galindo [Galindo75] y la
de [Gill-Keane96]3í. De hecho demostraciones como estas dos últimas son
“redescubiertas” periódicamente32. A estas demostraciones se les ha dado el nombre de
demostraciones “continuas” (“continuum prooft”) [Brown 93], [Mermin93 a, b],
donde el adjetivo se refiere a que para implementar esos argumentos geométricos sería
necesario un continuo de direcciones33.
2. 3. 6. Un test experimental del teorema de BKS
En las secciones anteriores se ha visto que las construcciones geométricas en las que
se apoya la demostración del teorema de BKS se forman a partir de una estructura más
básica. Esta estructura más básica por si sola permite otro tipo de demostraciones del
teorema de BKS que llamaremos probabilísticas que, idealmente, podrían trasladarse a
un sencillo experimento. Lo que sigue se trata en [Cabello-GarcíaAlcaine 95 b].
Estrictamente hablando, el teorema de BKS es un enunciado matemático que no
requiere ningún experimento para ser probado o refutado34. Lo mismo podría decirse
respecto al teorema de Beil, sin embargo, mientras que los experimentos para “probar”
el teorema de Belí han sido motivo de gran atención durante años, no ha sucedido lo
mismo con los experimentos para “probar” el teorema de BKS. El propósito de esta
sección es el de examinar la posibilidad de trasladar los argumentos de tipo BKS
estudiados en las secciones precedentes en experimentos reales para comprobar las
~ Como dicen [GiIl-Keane 96], p. L290: “It is (...) largely a matter of mathematical taste which
pruof lía de KS o las continuas] is tu be preferred.” Recuérdese la cita de KS en la que justificaban las
ventajas de una demostración finita.
32 Peres, e-mail del 22 de febrero de 1996, “Michael Kernaghan has told me that the geometrical
proof that Richard Gilí send me is wcll known. (...) he rnay well be rediscovering known things.” Gilí,
e-mail del 12 de marzo de 996, “LOalindo 75] has a proof in very similar spirit <o uurs rGill-Keane 96]
(ji also found a similar carlier ‘verbal’ proofby a Dutch physicist.”
~ [Fine-TelIer 78]. p. 633 y [Mermin 93 b], p. 808, opinan que el número de direcciones en el
argumento de ¡EclI 661 es finito; [Bub 74], pp. 69-71, opina lo contrario.
~ [Zukowski 9la1, p. 198, “The Kuchen-Specker theorcm is a mathematical une, andas such it
does not need experimental confinnation.’~
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predicciones de la MC frente a ciertas predicciones de una teoría de V035 que satisfaga
las mismas (o similares) hipótesis que las consideradas en el teorema de BK536.
4’
Las hipótesis del teorema de BKS ya se comentaron en la Sec. 2. 3. 2. El primer
punto a tratar es el de identificar esas predicciones mas sencillas con los DPSs y
contrastarías con las de la MC. Después se discutirá cómo se puede trasladar esta





El objetivo es encontrar una situación experimental que discrimine entre la MC y una
teoría de VO construida sobre las hipótesis (BKS 1), (BKS2), (BKS3) y (BKS4), en
particular usando la hipótesis de definitud a priori (hipótesis (BKS 1)) para el menor u’
e
número de observables posible. Para ello necesitamos clarificar la relación entre los
e
“valores de VO” a los que nos referíamos en los enunciados de las hipótesis y los *
resultados de las medidas. En otras formulaciones del teorema de BKS (que e
esencialmente coinciden con la nuestra), por ejemplo en [Redhead87], entre las u’
9’
hipótesis del teorema se supone la de
9’
u’(BKSE) Fidelidad de la medida (faithful measurement, en inglés): Si un sistema
individual tiene un valor de VO y(A) para un observable A, una medida de A, dará el e’
resultado y(A), e’
9’
Esta hipótesis no es necesaria en una demostración del teorema de BKS no- e
e
probabilístico y es experimentalmente inverificable (si hay dispersión en los resultados, e
solo se pueden comparar las frecuencias de las predicciones y de los resultados). Es e
más, la hipótesis de fidelidad de la medida no se verifica en todas las teorías de VO (la
e
teoría de Bohm es, de nuevo, el contraejemplo). Por fortuna, para una comprobación
u’
experimental de la familia de VO en la que estamos interesados, una hipótesis más débil 9’
será suficiente. u
___________________ 9’
~ Una observación: hablar de “predicciones” de una teoría de VO que cumpla las mismas hipótesis e’
9’
consideradas en el teorema de BKS no es del todo correcto ya que, según se usen estas premisas, la e
“predicción” podría ser una u otra diferente. Ahí nace precisamente la inconsistencia lógica que subraya
el teorema de BKS. El sentido empleado en lo sucesivo ese! de cuál es la predicción más sencilla de una e.
teoría de VO basada en la premisas de BKS que difiera de la correspondiente predicción cuántica. Donde e
“más sencilla” quiere decir aquella en la que se suponga que están definidos a priori el menor número 9’
posible de observables, e’
36 ¿Es interesante un test experimental de imposibilidad de variables ocultas no-contextuales’?. La
e
siguiente cita nos lleva a pensar que sí, [Santos 88], p. 376: “Por instance, Shimony has recently [2]
síated that “Gleasun’s theorem doomed Ihe program of noncontextual hidden-variables Iheories .“ It is a u
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(BKSE’) Si una teoría de VO asigna el mismo valor y(A) a cualquier sistema
individual de una colectividad, una medida del observable A en cualquiera de los
sistemas de la colectividad dará el resultado y(A).
A diferencia de la hipótesis (BKSE), la hipótesis (BKSE’) se puede verificar
experimentalmente. Nótese que (BKSE’) y el corolario de (BKS3) suponen que los
valores de VO y los resultados de la MC son iguales sólo en aquellos casos en los que
ambos están libres de dispersión en alguna colectividad de sistemas; esto ocurre incluso
en la teoría de Bobm (ya hemos dicho, pero quizá conviene repetirlo aquí, que e]
teorema de BKS no es aplicable a la teoría de Bohm por otros motivos, no por esta
hipótesis.
Analicemos ahora los resultados predichos por una teoría de VO no-contextuales
frente a los de la MC en el caso de una demostración probabilística del teorema de BKS.
Consideremos el DPS que hemos llamado KS-8. Si preparamos una colectividad de
partículas de espín 1 en un estado cuántico puro con valor cero para la componente de
espín $, de acuerdo con la hipótesis (BKS3) todos los sistemas individuales de esa
colectividad verificarán
v(S2)=s2 =0 (2. 52)
(recordemos que por (2. 23) esto es equivalente a v(x~) = 1, donde r
1 = (0, 0, 1), en la
notación de proyectores usada al demostrar los DPSs). Para cualquier sistema individual
con este valor de VO. hemos visto que una teoría de variables ocultas que satisfaga
(BKSI)-(BKS4) predice con certeza
v(SJ) = (2. 53)
si el ángulo 9=7C/2—0 verifica la ec. (2. 32)~~. Por lo tanto, de acuerdo con
(BKSE’), la predicción de VO es que el resultado de la medida de S0 2 sobre cualquier
sistema individual de la colectividad será ti. Por otro lado, la MC predice que si
medimos el observable & sobre el conjunto de sistemas individuales en el estado
= 0, la probabilidad de obtener el resultado s~ = O (~ £02 = 0) es
= O)= = O¡s. = 0>! = cos
26. (2. 54)
Por tanto, ambas teorías predicen resultados distintos para el mismo experimento
ideal. La mayor discrepancia con la predicción de variables ocultas se obtiene cuando
~ AJternativamente. si en lugar de KS-8 usamos 13-II, el ángulo ~ = ¡r/ 2—O debería veriticar la
ce. (2. 43), y si usamos CG-14 debería verificar la ce. (2. 45).
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‘4’0=arctan( 8)=70~ 31’44” ~ I~(» (s7 =O)=--. (2.55)9
Es decir: la MC predice que una de cada 9 veces el resultado será sy = O, un resultado
que es incompatible con el valor de VO y(S72) = ti más la hipótesis (BKSE’ )38.
Las preparaciones y medidas necesarias para el experimento ideal sugeridos pueden
hacerse mediante aparatos de Stern-Gerlach tradicionales39, en lugar de con medidas
mas complicadas de momentos cuadrupolares como se sugiere en [Peres92 c]. La
dependencia angular explícita de la predicción cuántica (2. 54), debería facilitar la
discriminación entre señal y ruido en un experimento real.
El experimento descrito permitiría confirmar la predicción de la MC, y por tanto
excluir experimentalmente la existencia de cualquier teoría de VO que satisfaga las
hipótesis (BKSI)-(BKS4) y (BKSE’). El experimento exacto que se ha descrito
probablemente sea irrealizable porque los aparatos de Stern-Gerlach reales no
seleccionan tan bien las componentes de espín como dan a entender los libros de MC.
La demostración anterior es (como argumento teórico) un ejemplo de lo que aquí
llamaremos (siguiendo a [Kernaghan-Peres95]) demostraciones “probabilísticas” de]
teorema de BKS. El nombre viene del hecho de que preparando (preseleccionando) los
sistemas en un estado sólo encuentra contradicción cuando en una medida posterior
(postselección) sobre ese sistema se encuentra un determinado valor (distinto del
predicho por las VO), es decir sólo se encuentra contradicción en un subconjunto de los
sistemas postseleccionados; el hecho de que la MC permita predecir con qué
probabilidad se dan esos resultados es lo que justifica el nombre de probabilísticas para
estas demostraciones4<~.
35 Alternativamente, si consideramos E-II, la mayor discrepancia con las VO se produce cuando
e = are tan (2) 63’ 26’ 6” t? <s, = 0) = (2. e)5
osí consideramos CG-14, cuando
O=arctanr4W%l=60’ 19’ 20” ~ 1<> (s =0)41±—) =—. (2.d)
3~ Bibliografía sobre los aparatos de Stern-Gerlach: [Gerlach-Stern 21, 22 a, b], [Swift-Wright 80]
(SG generalizados), [Platt 92] (análisis con MC del experimento de SG), [Martens-de Muynck 93, 94]
(SG para electrones).
40 Los DPSs pueden considerarse conjuntos no-coloreables en un tercer sentido: son no colureables
con ciertas asignaciones iniciales conjuntas a proposiciones que, a diferencia de los otros casos
comentados, no poseen estados propios comunes. Esta asignación tiene físicamente sentido si se supone
que la preparación de un estado cuántico conocido permite asignar valores de variables ocultas a un
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El primero sugerir la posibilidad de estas demostraciones fue Stairs [Stairs 8311, Pp.
588-589 (que usó KS-8), más recientemente Clifton [Clilton 93] ha propuesto un
argumento similar (con KS-8 y B- 13)41. En [Cabello-García Alcaine 95 b] se propone
un nuevo DPS (el que ai~tes hemos llamado CG-14), que, como hemos visto, revela una
probabilidad mayor de que se produzca una incompatibilidad que las anteriores
propuestas.
primer subconjunto de proposiciones del DPS, y el resultado de una medición posterior sobre un sistema
individual así preparado, permite asignar valores de variables ocultas a un segundo subeonjunto de
proposiciones del DPS. En ciertos casos (para determinados resultados, que se dan con probabilidad no
nula según la MC), ambas asignaciones hacen imposible completar la asignación a las restantes
proposiciones del DPS.
41 En [Clifton 93] los cálculos son incorrectos; ver [Bechmann Johansen 94] y [Vermaas 94].
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2. 4. Otras demostraciones aditivas
2. 4. 1. Demostraciones aditivas en dimensión 3
a. Introducción
Dada la importancia fundamental del teorema de BKS, ha habido muchos intentos de
simplificar su demostración, en particular de reducir el número de direcciones de la
demostración original de KS (117 en dimensión 3). En las secciones siguientes
pasaremos revista a dos de estas simplificaciones: en (b) veremos una demostración
debida a Asher Peres, un TNCS de 33 direcciones en dimensión 3; en (c)
“reconstruiremos” el conjunto de Peres a partir de los DPSs ya introducidos en
secciones anteriores; y en (c) veremos la demostración más económica conocida en
dimensión 3, con 31 direcciones, debida a John Horton Conway y Simon Kochen.
it P-33: el “poliedro cuántico”
En [Peres 91] y [Peres 93], p. 197, se presenta un TNCS de 33 vectores en
dimensión 3, al que nosotros llamaremos P-33. P-33 es cualquier conjunto de
direcciones que tenga las mismas relaciones de ortogonalidad que el conjunto de 33



























































F¡g. 2. 7. Las 33 direcciones de P-33 se obtienen uniendo el centro del cubo con los
puntos negros que están sobre las caras y las aristas (tomado de [Peres 93], p. 198).
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1 2 1 1 1
O+O+1=0+y+T=0+á+T=4±~ +~ y todas sus permutaciones. Estas 33
direcciones se pueden visualizar en la figura 2. 7 uniendo el centro de un cubo de lado
2 con los puntos negros sobre sus caras y aristas.
P-33 no es el TNCS más pequeño conocido en dimensión 3, pero tiene una
propiedad adicional que permite comprobar de manera sencilla que es no-coloreable: con
la elección explícita de direcciones que hemos hecho antes, P-33, como conjunto no
ordenado de direcciones, es invariante bajo intercambio de los ejes x, y, z, y bajo
cambios de signo de cada eje. Esto permite asignar arbitrariamente, sin pérdida de
generalidad, el valor 1 a algunas direcciones, ya que el asignar el valor O en lugar del
valor 1 sería equivalente a intercambiar los ejes o a cambiarlos de signo, como se
indicará en la tabla 2. 1, en la que se demuestra que, con una serie de elecciones
admisibles (no restrictivas), P-33 es no-coloreable.
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ortogonales al 10
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elección arbitraria del ejez
elección arbitraria de x vs. —x
elección arbitraria dey vs. —y
elecciónarbitrariadexvs.y
ortogonalidad con el 20 y el 30
ortogonalidad con el 20yel 30
ortogonalidadcone] 20ye1 30
ortogonalidad con el 20 y el 30
ortogonalidadconel20yel30
ortogonalidad con el 20 y el 30
ioo o.ñí w—-.ñ
Tabla 2. 1. No-coloreabilidad de P-33 partiendo de una elección inicial arbitraria para
los valores de cuatro vectores. La contradicción surge en la última linea: los tres vectores
ortogonales han aparecido ya con valor cero. Las direcciones que faltan para completar
P-33 son: 1,50, í 15—1, —l 150, —1151, 15ío, 151—1, 15—lo, 15—í 1.
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En la tabla 2. 1 sólo aparecen los 25 vectores que se usan para la demostración de
no-coloreabilidad para unas elecciones particulares, las 8 direcciones necesarias para
repetir el mismo argumento para otras elecciones distintas están al pie de la tabla. Por
motivos de espacio, al escribir los vectores hemos prescindido de los paréntesis y las
comas; así 1—lo indica el vector (l,—l,O). La tabla debe leerse de izquierda a derecha y
de arriba a abajo. En cada linea, al primer vector, en negrita, se le asigna el valor 1. La
justificación de porqué se asigna el valor 1 al primero de los vectores de cada linea se
explicaen la propia tabla. Los vectores segundo y tercero forman con el primero un trío
ortogonal, por lo tanto se les asigna el valor O. Los otros vectores de la misma linea son
también ortogonales al primero y por tanto también se les asigna el valor O. Si un vector
está en cursiva eso indica que ya ha aparecido antes. La demostración concluye con la
contradicción que surge entre la primera linea y la última; en la primera al vector 100 se
le ha asignado el valor 1, y en la última debería asignársele el valorO, q.e.d.
Con ayuda de un programa de ordenador como e] que se presenta en [Peres 93], p.
209, se puede comprobar que P-33 es un TNCS crítico: si se elimina cualquier
dirección el conjunto resultante ya no es un TNCS.
c. De la “cuna del gato” al “poliedro cuántico”: P-33 a partir de KS-8
Tal como sugirió Roger Penrose [Penrose 92] (ver también las notas 42 y 45), P-33
puede interpretarse geométricamente como el conjunto de las direcciones relevantes de
tres cubos interpenetrados de una manera particular. En esta sección usaremos esa
interpretación geométrica para obtener otra demostración de la no-coloreabilidad de P-
33. Además de su belleza geométrica, esta demostración nos servirá para volver a
subrayar el papel que juegan los DPSs en la construcción de los TNCSs. Esencialmente
lo que vamos a hacer es “reconstruir” P-33 “engarzando” conjuntos de tipo KS-8
(recuérdese que KS-1O era el “eslabón” básico de ]a “cuna del gato”). Hay que señalar
que Peres llegó a P-33 de una forma completamente distinta a la que aquí proponemos,
veremos esa forma en la Sec. 2. 6. 142.
42 Peres, en una comunicación particular al autor del 16 de febrero de 1996, relata, entre otras cosas,
cómo llegó a P-33 is a long story. After 1 heard of Mermin’s 3-particle “paradox”, 1 wrote my
paper that later appeared in Physics Letters 1990 [Peres 90 a], and sení preprints to several people,
including Mermin, whom 1 knew personally. He wrote to me <bat it was ah wrong, and we had a long
exehange of correspondence, <o which he alludes at the end of his Phys. Rey. Letíer of 31 Dcc. 1990
[Mermin 90 d]. We both learnt that subject together, but published separately.
During <bat time, he also asked Ihe opinion of Abner Shimony, who told him that Kochen had toid
him that he and Conway had a KS construction with 33 vectors (John H. Conway is a famous
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Como vimos, KS-8 es realizable si y sólo si el ángulo entre sus vectores inicial y
final cumple arccos =r, r8 =.~.. Una forma explícita de implementar KS-8 en el caso
extremo <r5 = arccos -~ (para el que se obtiene la máxima contradicción con la QM), es
con la elección de vectores de la figura 2. 8.
matbematician al Princelon University, probably betíer known that Simon Kochen). That construction
síarts from a unil lattice of poinís in 3 dimensions. Draw a sphere of radius 2.5, and keep only the
points inside <bat sphere. Connect <bern <o te center of te sphere. This gives 37 rays (<bese are <he 37
spots on the cube on page 114 of my book [Peres 93], the idea of drawing them on the faces of a cube
was given lo me by Roger Penrose). Then remove 4 “equatorial” poinís. Ihe 33 remaining points forín
a “non-cobrable” set. 1 Ihen checked thaI the 37 points indeed form such set, but instead of testing the
non-symmetric set of 33, 1 had the idea that if, in te cubic lattice, a coordinate 2 was replaced by 2,
Ihere would again be numerous orthogonality relations, because 1 + 1 — <3? 2 xv O. As you had read in
Horgan’s article [Horgan 93], 1 have zero geometrie intuition. On Ihe other hand, 1 can easily do simple
algebra.
1 then wrote to Kochen (whom 1 also knew personally) thaI 1 had another 33 ray set, but íhat 1
would wiíhliold publication until afler he and Conway publish their resulí, since they gol it firsí.
Kochen answered that meanwhile they had a set with only 31. He did nol telí me how it was done, but 1
guessed it also was a subsel of Ihe 37. Then 1 wrote my computer program [Peres 93], p. 209, and
quickly found these 31. After that, 1 realized that from te multiplicative KS contradiction that Mermin
had found, it was possible to construcí an additive contradiction, just by taking the eigenvectors of Ihe
matrices used for the multiplicative proof. Thus 1 gol the 24 rays in 4 dimensions. 1 again wrote lo
Kochen, tba< 24<31, and if be did not objecr 1 wouJd publisb muy resuits, and mention <bat be bad a
construction with 31 vectors [Peres 9J]. Some time later, 1 sení him te figure on page 114 of my book
[Peres 93], to be sure thaI he did nol object to its publication — because he and Conway never boíhered
to publish Iheir proof.
lo 1991, 1 gaye a lecture on these resulís al a meeting in Copenhagen, and Roger Penrose
immediately said: Ihese are Escher’s interpenetrating cubes, and Ihe 24 are Ihe 24-celí regular poíytope.
He is really amazing!”. Para más detalles sobre el encuentro Penrose-Peres ver [Horgan 93]; ver también
[Penrose 92].
u’


















Arccos ~. es el ángulo que subtienden dos direcciones distintas de entre las que
conectan el centro de un cubo con sus vértices. Si suponemos un cubo de lado unidad 9’
centrado en el origen y con las caras perpendiculares a los ejes cartesianos, r[ = (1, ], 1) 9’
ey r8 = (1, 1, — 1) representan sendas direcciones que conectan el centro del cubo con
e
uno de sus vértices. Los restantes vectores de la Fig. 2. 8 representan direcciones que e
conectan el centro del cubo con el centro de alguna de sus aristas (los vectores con una u’
sola componente O) o con el centro de alguna de sus caras (los vectores con dos e’
e
componentes O). KS-8 se puede interpretar entonces diciendo que si se asigna el valor 1
a una de las direcciones que conectan el centro de un cubo con un vértice, el valor u
asignado a otra de dirección que conecte el centro con un vértice adyacente debe tener el e
valor O. Esto nos permite enunciar el siguiente lema. U
e’
e
Lema 1: De las cuatro direcciones que unen el centro de] cubo con uno de sus
e
vértices, no puede haber dos a las que se asigne el valor] e
e
Siendo estrictos en la cuenta de vectores, para demostrar el lema anterior serían e
necesarios 6 diagramas como el de la figura 2. 8 (los que ligan dos a dos las cuatro e
direcciones que unen el centro de un cubo con sus vértices). Sin embargo, esos 6 9’
e
diagramas comparten muchas direcciones, y basta con 13 direcciones para contenerlos a e
todos. Este conjunto, formado por las 13 direcciones que se pueden definir sobre un e’
cubo uniendo el centro del mismo con sus vértices, centros de arista y centros de cara, e’
u’
es a] que llamaremos el conjunto de las direcciones “relevantes” de un cubo.
u’
Llegado este punto es conveniente introducir una generalización de los diagramas de
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ortogonalidad y los tríos mutuamente ortogonales que hay entre conjuntos de
direcciones, de modo que sirvan no sólo para conjuntos con pocas direcciones y/o
relaciones de ortogonalidad sino que también sirvan para conjuntos con muchas
direcciones y/o relaciones de ortogonalidad43. En estos nuevos diagramas, a los que
llamaremos diagramas de ortogonalidad, cada dirección se va a representar por un
circulo gris, la ortogonalidad entre dos direcciones se va a indicar por un segmento
uniendo dos círculos grises o por un punto negro en la intersección de dos segmentos, y
los tríos de direcciones mutuamente ortogonales se van a representar por segmentos más
gruesos en la conexión de tres círculos grises o entre dos puntos negros. Por ejemplo en
la figura 2. 9 se representa el diagrama de ortogonalidad para las 13 direcciones
relevantes de un cubo de lado unidad centrado en el origen y con las caras
perpendiculares a los ejes cartesianos (cubo al que por conveniencia llamaremos cubo
A).
Aví = (1, 1,1) ~:t¡i
Av2=(l, l,-l)
Av3 = (1, -1, 1)




Aal = (0,1, -1)
Aa2=(0, 1,1)
Aa3 = (1,0, -1)
Aa4=(l,O, 1)
Aa5 = (1, -1,0)
Aa6=(l, 1,0)
Fig. 2. 9. Diagrama de ortogonalidad que representa las relaciones de ortogonalidad y
los tríos mutuamente ortogonales entre las direcciones “relevantes” del cubo A. Hay 24
parejas ortogonales (tantas como puntos negros y segmentos con círculos grises en los
extremos) y 4 tríos mutuamente ortogonales (tantos como segmentos oscuros entre
puntos negros y segmentos conteniendo tres círculos grises). La notación es: “A” cubo
A; “y” vértice; “e” centro de cara; “a” centro de arista.
En [Kernaghan 95] se puede ver lo confuso que resulta utilizar los diagramas de KS tradicionales
para representar las relaciones de ortogonalidad de conjuntos grandes (por ejemplo P-33).
mt
‘4’
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Consideremos ahora las 13 direcciones relevantes Bv 1 Baó de otro cubo B que
se obtiene rotando 1 el cubo A entorno al eje AaS, de manera que DaS = Aa5, y además2
Ba6=Ac3, y Bc3 =Aa6 (figura 2. 10, arriba y centro). Por último, consideremos las 13
direcciones relevantes Cv 1 Ca6 de un tercer cubo C que se obtiene rotando 1 e]
2
cubo A entorno al eje Aaó, de manera que Ca6 =Aa6 y además CaS = Ac3, y Cc3 = Aa5
(ver figura 2. 10, abajo).
El conjunto resultante tiene 13 (direcciones) x 3 (cubos) menos las 6 direcciones e,
repetidas (Cc3=Ba5=Aa5, CaS =Ba6=Ac3, Ca6=Bc3=Aa6), es decir 33 direcciones. e’
Estas 33 tienen las mismas relaciones de ortogonalidad que las de la tabla 2. 1 y por e’





















































Fig. 2. 10. Arriba: direcciones “relevantes” sobre el cubo A. Centro: el cubo B se
obtiene rotando el cubo A entorno al eje Aa5. Abajo: el “poliedro cuántico”; el cubo C se
obtiene rotando el cubo A entorno al eje Aa6.
2
.t3=Aa6
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Para demostrar la no-coloreabilidad de P-33 consideremos el diagrama de KS
(tradicional) de la figura 2. 11;
Fig. 2. 111. Diagrama de KS que demuestra, junto con el lema
coloreable.








Av4 = (—1,1, 1)
Cv4=(l, -.-l,2)
Bv3=(15±l,—1k+uO)




del lema se deduce que de las 4 direcciones y de cada cubo no puede haber 2 blancas,
pero en la figura 2. 11, de las tres direcciones en el triángulo central una debe ser blanca
y las otras dos negras; supongamos que tomamos como blanca Aa5; al ser negras Ac3 y
Aa6, en cada una de las parejas (Bv4, Cv2), (Bv3, Cv 1), (Av3, Cv3), (Av4, Cv4), una
dirección debe ser blanca y la otra negra; es fácil ver que no existe ninguna elección
compatible con el lema anterior. Otro tanto ocurre si elegimos inicialmente como blanca
Ac3 ó Aa6; por tanto P-33 es un TNCS, q.e.dA
4
~ Obsérvose que si elegimos en la Fig. 2. II, por ejemplo, Ac3 blanco, podemos prescindir de
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Cada cubo tiene cuatro tríos ortogonales (ver Fig. 2. 9), y en el diagrama de la Fig.
2. 1 1 se ve que los tres cubos comparten un trío ortogonal y que entre las direcciones
relevantes de cubos distintos se pueden formar seis nuevos tríos ortogonales, luego P-
33 contiene 16 tríos ortogonales45.
d. CK-37, CK-33 y CK-31
CK-37 es cualquier conjunto de direcciones que tenga las mismas relaciones de
ortogonalidad que el conjunto cuyos cosenos directores al cuadrado son una de las
1 4 1 1combinaciones O+0+l=O+.~+~=0+<-~= ~ + + ~ y todas sus permutaciones, o
equivalentemente, el conjunto de direcciones que unen el centro del cubo de la figura 2.
] 2 con los puntos (negros, grises y blancos) en las caras y aristas.
Como se puede comprobar con un programa de ordenador, CK-37 es un TNCS no-
critico. Eliminando las 4 direcciones correspondientes a los puntos blancos en la figura
2. 12 (las direcciones “ecuatoriales” a las que se refiere Peres en la nota 42), se obtienen
un TNCS crítico de 33 vectores, conjunto que llamaremos CK-33. CK-37 posee tres de
estos subconjuntos. CK-33 es distinto de P-3346. Además, eliminando las 6 direcciones
correspondientes a los puntos grises de la figura 2. 12 se obtiene un TNCS crítico con
31 vectores, CK-31, que es el TNCS más económico que se conoce en dimensión 3 (se
puede comprobar con ordenador que CK-37 no tiene ningún subconjunto no-coloreable
de menos de 31 direcciones). CK-37 contiene seis de estos subconjuntos
(curiosamente, pese a ser más abundantes los CK-3 1, se encontraron después que los
CK-33; ver la nota 42). CK-33 y CK-31 fueron obtenidos (¡pero no publicados!) por J.
H. Conway y 5. Kochen; CK-3 1 aparece publicado por primera vez en [Peres 93], p.
114. En la nota 42, Peres cuenta cómo obtuvieron Conway y Kochen estos conjuntos.
~ La construcción de la Fig. 2. lO (abajo) ha sido bautizada como el “poliedro cuántico” [Horgan
93] y, curiosamente, aparece en una litografía del artista holandés Maurits C. Escher titulada “Cascada”
(1961)’ ver por ejemplo [Locher 71], p. 253 en la versión en inglés, coronando una de las torres bajo la
que discurre un (imposible) circuito perpetuo de agua, inspirado a su vez en un objeto imposible llamado
la “tribarra” ideado por Roger Penrose y supadre Lionel [Penrose-Penrose58].
46 Sobre la relación entre P-33 y los conjuntos CK ver la nota 42. En [Penrose 92], p. 8, se
propone otro TNCS de 33 direcciones en dimensión 3, distinto de CK-33 y P-33.
e’
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Habría sido interesante dar con un argumento para deducir la no-coloreabilidad de
los conjuntos CK a partir de los DPSs que contienen. No he encontrado tal
deducción47, sin embargo, se puede ver que los CK están formados a base de
“imbricar” KS-8’s “máximos” (como el de la figura. 2. 8) y, además, B-l l’s máximos
(ver la Sec. 2.3.4. d) como el de la figura 2. 13.
~ Peres en sendas comunicaciones particulares el 13 de marzo [y el 23 de febrero] de 1996 comenta
que: “Using the text of a letter privately sent by [Kurt] Schúue [to Specker] in 1965, and recently
circulated [during a conference in June 1994] by [Karl] Svozil [(Vienna)], Bub [Bub 96] has rediscovered
the 33 vectors in 3d <bat were found by Conway and Kochen, before they found the 31 (not a subsel of
the 33). This is apparently the first time that these 33 will appear in the literature.” Aparentemente el
argumento Schutte contenía un conjunto de 13 direcciones (¿,B-13?). Karl Svozil, que estaba en Nueva
Zelanda cuando contacte con él, prometio mandarme fotocopia de la carta de Scbii<te a Specker, tan






F¡g. 2. 112. CK-37, CK-33 y CK-31. CK-37 se obtiene uniendo el centro del cubo
con todos los puntos indicados (negros, blancos y grises). CK-33 es el subconjunto
que se obtiene al considerar sólo los puntos negros y grises. CK-3 1 es el subconjunto
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r
F¡g. 2. 113. Implementación de B-1l en la que el ángulo ~ esel mínimo posible:
= (1, 0, 0)
r2=(O, 1,1)
r3 =(2, —1, 1)
r4 =(l, 1, —1)
r5=(O,1, —1)
r6=(—2, 1,1)
= (1, 1, 1)
= (0, 1, 0)
= (1, 0, 1)
r10=(1, 0, —1)
r~ =(l, 2, 0)
Todos estos vectores pertenecen a CK-3 1 (ver la Fig. 2. 14). En este caso particular
r21r5. También pertenecen a CK-3 1 r12 =(O, 0, 1) y r13 =(2, —1, 0), que son los dos
vectores que faltan para completar un conjunto de tipo B-13.
El alto grado de imbricación entre esos DPSs (KS-8’s y B-l 1 ‘s) dentro de los CK,
no hace fácil relacionar la no-coloreabilidad de éstos últimos a partir de las
“predicciones” de DPSs que contienen; pero, de nuevo, se percibe el papel de los DPSs
como componentes básicos dentro de los TNCSs.
Para terminar, y dado que CK-31 es el TNCS más económico conocido en
dimensión 348, en la figura 2. 14 se presenta su diagrama de ortogonalidad. CK-31
contiene 71 parejas ortogonales (tantas como puntos negros y segmentos con círculos
grises en ambos extremos) y 17 tríos ortogonales (tantos como segmentos en trazo
grueso y segmentos conteniendo tres círculos grises).
48 [Kernaghan 95] dice que CK-31 contiene (lo que en nuestra notación sería) un PNCS con 24
vectores, que también es el PNCS más económico en dimensión 3.
1;
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Fig. 2. 14. Diagrama de ortogonalidad correspondiente a CK-3 1.
1: (0, 1, —1)





7: (0, 2, 1)
8: (0, 1, —2)
9: (0, 2, —1)
10: (0, 1, 2)
11: (1,0,2)
12: (2, 0, —1)


































Entre esos 31 vectores hay 71 parejas ortogonales y 17 tríos ortogonales. Los vectores
que faltan para formar CK-37 son:



























33: (2, 1, 0)
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2. 4. 2. Demostraciones aditivas en dimensión 4
a. Introducción
En las secciones siguientes estudiaremos dos conjuntos totalmente no-coloreables en
dimensión 4 y sus subconjuntos.
El primero, en (b), fue descubierto por Roger Penrose, y a veces se refiere a él como
el “dodecaedro mágico”, y lo llamaremos Q-4049, consta de 40 direcciones complejas en
dimensión 4 y’ en su forma original se usa en su construcción la representación de
Majorana de los estados de espín de una partícula de espín 3/2 y la geometría del
dodecaedro. Veremos también, (c) y (d) que Q-40 contiene subconjuntos críticos de 28
direcciones, algunos de los cuales, a los que llamaremos Z-28, fueron descubiertos por
Jason Zimba.
E] segundo conjunto totalmente no coloreable que trataremos en (e) fue descubierto
por Asher Peres, y nos referiremos a él como el “teseracto cuántico” o también P-24.
Obtendremos P-24 de una manera distinta a como se hizo originalmente (de la que nos
ocuparemos en la Sec. 2. 6. 1); llegaremos a P-24 al considerar las direcciones
“relevantes” de un hipercubo en dimensión 4 (un teseracto) análogas a direcciones
“relevantes” de un cubo en dimensión 3 descritas en la sección 2. 4. 1. c. Veremos en
(f) que P-24 contiene subconjuntos críticos de 20 vectores, que llamaremos K-20,
descubiertos por Michael Kernaghan, y en (g) que también subeonjuntos críticos de 18
vectores, que llamaremos CEO-lS. Estos últimos son los conjuntos totalmente no-
coloreables más “elementales” (más económicos) conocidos, aunque admiten una
simplificación adicional que estudiaremos en (h). En el capítulo 4 estudiaremos la
interpretación física de P-24 y de sus subconjuntos.
‘~ En [Zimba-Penrose 93] se llama Q a este conjunto; se le da el nombre de “dodecaedro mágico” en
[Penrose 93, 94 b]; como ya hemos usado la letra P para designar los TNCSs descubiertos por Peres, lo
llamaremos Q-40.
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‘4
El dodecaedro mágico y sus subconjuntos
‘4
‘4,It Q-40: el “dodecaedro mágico”
e
U?El “dodecaedro mágico” ó Q-40 es un TNCS de 40 direcciones en dimensión 4 e’
descubierto por Roger Penrose [Penrose 92, 93, 94 a, b]50 y posteriormente estudiado
por Jason Zimba [Zimba 93], [Zimba-Penrose 93]. El método seguido para su U?
construcción y la demostración de su no-coloreabilidad suponen una aproximación u’
e
original al problema de obtener conjuntos no-coloreables y subrayan, una vez más, el
epapel que juegan las construcciones geométricas en estos problemas. Dada la e.
complejidad de los argumentos originales, su explicación detallada requeriría más *
e’
espacio del que se le puede dedicar en un trabajo de esta naturaleza; por ello nos
e’
limitaremos a presentar lo esencial, de forma que podamos comparar Q-40 con los
conjuntos obtenidos en otras secciones. En relación con el esfuerzo e ingenio invertidos e
en esta demostración, la sencillez de otras pruebas, en especial la que veremos en la 9’
sección (g), resulta aun más llamativa.
e’
e’Q-40 es un conjunto de 40 proposiciones en el espacio de Hilbert de dimensión 4
que representa los estados de espín de una partícula individual de espín 3/2. Toda la
construcción de Q-40 parte de la observación de que el rayo que representa el estado u’
propio de la componente de espín según el vector unitario m con autovalor +1/2 e
e(/i:=l), IS~ =+1/2>, es ortogonal al rayo que representa un estado similar según el
vector unitario it, S~+l/2>, siempreque áuñ=l/3, esdecir, si los vectores di y n e’
9’
subtienden un ángulo a = arcos(1/3). Equivalentemente diremos que las proposiciones
correspondientes (los proyectores I~ = IS~=+1/2><t=±lI2I, e
1 ‘.1 ¡ e.J~= ¡S~ = .fl/2/\S~ = +1/2;) son compatibles (ortogonales) en ese caso51. En adelante
e
hablaremos sólo de proposiciones (y no de proyectores, estados o rayos). e
e
50 [Penrose 921 es una conferencia que dio Penrose en el CERN (en honor a Belí) en 1991 (después U
ede la conferencia de Copenhague en la que Penrose se interesó por el significado geométrico de las
e’
demostraciones de Peres; ver las notas 42 y 45); Emilio Santos (comunicación panicular) recuerda una
e
conferencia similar en Cesena, también en 1991 (conferencia que no se incluyó en los correspondientes
“proceedings”). Quizá también se describen estos resultados en [Penrose 94 a], pero no he tenido acceso
a esta referencia. u’
Sí En los trabajos de Penrose y Zimba todas las relaciones de ortogonalidad existentes entre los e
elementos de Q-40 se demuestran usando la representación dc Majorana de los estados puros de espín de e
9’
una partícula de espín 3/2. La representación de Majorana de un estado de espín de una panícula de espín
a
3/2 esencialmente reemplaza cada rayo tetradimensional por tres puntos sobre una esfera tridimensional de
9’
radio unidad. Sobre la representación de Majorana véase [Majorana 32], [Penrose-Rindíer 84]. Sobre la
*
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En el siguiente paso se introduce el dodecaedro que da nombre a la construcción.
Necesitaremos la siguiente definición:
Definición: Diremos que dos vértices A y B de un dodecaedro son casi-adyacentes
si ambos son adyacentes a un tercero C. Nótese que dos vértices casi-adyacentes de un
dodecaedro son vértices adyacentes de uno de los 5 cubos inscritos en el dodecaedro
compartiendo 8 de sus 20 vértices; ver la figura 2. 15.
La observación importante para relacionar la compatibilidad de proposiciones con la
geometría del dodecaedro es que a = arcosO /3) es precisamente el ángulo que forman
los vectores que unen el centro de un dodecaedro con dos de sus vértices casi-
adyacentes.
s =1/2 véase [Penrose 94 b], Pp. 301-304 (Pp. 321-325 de la versión en castellano). En particular, la
demostración de que I& =+I/2> es ortogonal a ¡5; = +1/2> si Iii’ h = 1/3, puede encontrarse en
[Zimba-Penrose 93], Pp. 700-702; y [Penrose94 b], p. 304 (Pp. 324-325 de la versión en castellano).
Fig. 2. 15. Uno de los cinco cubos inscritos en un dodecaedro compartiendo 8 de sus
20 vértices. Nótese que dos vértices adyacentes del cubo corresponden a dos vértices
casi-adyacentes del dodecaedro.
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Definición: Llamaremos proposición explícita asociada al vértice U a una ‘4
proposición del tipo: “la componente de espín según el vector que une el centro del
‘4
dodecaedro con el vértice U tiene valor + 1/2”.
‘4
Podemos pues asociar una proposición explícita a cada uno de los 20 vértices de un U?
dodecaedro. El siguiente paso en la construcción consiste en advertir es que las tres
U?proposiciones explícitas asociadas a los tres vértices adyacentes a un vértice V, son
le
mutuamente compatibles (ya que son mutuamente casi-adyacentes). Podemos pues,
completar una tétrada de proposiciones mutuamente compatibles añadiendo a esas tres
proposiciones explícitas una cuarta proposición implícita asociada al vértice V, definida
de la manera siguiente: u’
It
u’Definición: Llamaremos proposición implícitas asociada al vértice V a una
e’proposición del tipo: “las componentes de espín en ninguna de las tres direcciones que e.




ItQ-40 es el conjunto formado por las 20 proposiciones explicitas y las 20 implícitas
u’que se pueden asociar a los 20 vértices de un dodecaedro. Antes de completar las
relaciones de compatibilidad entre proposiciones, necesitaremos la siguiente definición: e
e
Definición: Diremos que dos vértices A y .8 de un dodecaedro son casi-casi- 9’
e’
adyacentes si ocurre que: A es adyacente a C, B es adyacente a D, y C es adyacente a
u.
D. Nótese que dos vértices casi-casi-adyacentes de un dodecaedro son vértices
adyacentes de uno de los 10 tetraedros inscritos en el dodecaedro compartiendo 4 de sus e
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Se puede demostrar con ayuda de la representación de Majorana que cada
proposición explícita asociada a uno de los vértices del dodecaedro es compatible con:
(1) la implícita asociada al mismo vértice52,
(2) la explícita asociada al vértice antípoda53,
(3) la implícita asociada al vértice antípoda54,
(4) las 3 implícitas asociadas a sus 3 vértices adyacentes55, y
(5) las 6 explícitas asociadas a sus 6 vértices casi-adyacentes56;
y análogamente, que cada proposición implícita es compatible con:
52 [Zimba 93]; [Zimba-Penrose 93], p. 709.
~ [Penrose 92]; [Zimba 93]; [Zimba-Penrose 93], Pp. 703-704; [Penrose 94 b], Pp. 301-304 (pp.
32 1-325 de la versión en castellano).
~ [Zimba 93]; [Zimba-Penrose 93], p. 709.
~ [Penrose 92]; IZimba 93]; [Zimba-Penrose93], p. 704; [Penrose 94 b], Pp. 301-304 (Pp. 321-
325 de la versión en castellano).
~ [Penrose 92]; [Zimba 93]; [Zimba-Penrose 93], Pp. 700-702; [Penrose 94 b], Pp. 301-304 (Pp.
32J-325 de la versión en castellano).
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(1’) la explícita asociada al mismo vértice,
(2’) la implícita asociada al vértice antípoda,
(3’) la explícita asociada al vértice antípoda,
(4’) las 3 explícitas asociadas a sus 3 vértices adyacentes, y
(6) las 6 implícitas asociadas a sus 6 vértices casi-casi-adyacentes57.
Es decir, cada proposición es compatible con otras 12. Además es posible formar 40
tétradas diferentes de proposiciones mutuamente compatibles:
—20 formadas por una proposición implícita y las 3 explícitas asociadas a sus 3
vértices adyacentes.
—10 formadas por las proposiciones explícita e implícita asociadas a un mismo
vértice y las proposiciones explícita e implícita asociadas al vértice antípoda.
—10 formadas por las 4 proposiciones implícitas asociadas a 4 vértices mutuamente
casi-casi-adyacentes (una por cada tetraedro inscrito en el dodecaedro)58.
~ [Zimba-Penrose 93], p. 709.
~ Los 10 tetraedros inscritos en el dodecaedro son, de acuerdo con la nomenclatura de la figura 2.
17, los de vértices AC*IJ*, AD*C*H, BE*H*I, BD*F*J, CE*FG*, y los 5 cuyos vértices son
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Por motivos de utilidad posterior, nombremos los 20 vértices de un dodecaedro de
acuerdo al siguiente criterio: Sean A, B, C, D, E los vértices de una de sus caras
pentagonales, descritos cíclicamente, y sean F, G, H, 1, J, los vértices adyacentes a
cada uno de ellos. Sean A* J~ los vértices antípodas respectivos; ver la figura 2.
17.
Habiendo nombrado los vértices del dodecaedro de la forma anterior podemos
denotar las 40 proposiciones de Q-40 de la manera siguiente: “A” representa la
proposición explícita asociada al vértice A, “A*” la proposición explícita asociada al
vértice A*, “a” la proposición implícita asociada al vértice A, y “a*” la proposición
implícita asociada al vértice A*. Con esa nomenclatura y las reglas antes enumeradas de
compatibilidad entre proposiciones, en la figura 2. 18 se recogen explícitamente todas
las relaciones de compatibilidad entre las proposiciones de Q-40.
Para demostrar la no-coloreabilidad de Q-40 sólo son necesarias las relaciones de
compatibilidad que antes hemos llamado 2, 4 (o sus recíprocas 2’ y 4’) y 5. Esta
demostración puede encontrarse en [Penrose 92]; [Zimba 93]; [Zimba-Penrose 93], Pp.
707-708; [Penrose 94 b], Pp. 300-301 (Pp. 320-321 de la versión en castellano).
1*
HJ
Fig. 2. 17. Nomenclatura para los 20 vértices de un dodecaedro: A* representa la el
vértice antípoda de A, y análogamente para las demás letras.
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A* B* C* D* E* F* G* H* 1*
ABCDEFGH 1

















































Fig. 2. 18. Relaciones de ortogonalidad completas entre las 40 proposiciones de Q-
~ Un punto negro en la confluencia de las rectas que salen de dos proposiciones
quiere decir que esas proposiciones son ortogonales. La notación para las proposiciones
es la descrita en el texto: mayúsculas para proposiciones explicitas y minúsculas para
proposiciones implícitas. La notación para los vértices es la descrita en la figura 2. 17.
Como se señala en [Zimba-Penrose 93], p. 710, una de las propiedades curiosas de Q-40 es que
dos tétradas de proposiciones mutuamente compatibles comparten a lo sumo una de las proposiciones.
Más adelante veremos que en P-24 hay tétradas que comparten dos proposiciones (luego P-24 no está
contenido en Q-40). En la sección 2. 4. 3. g volveremos sobre esta forma de expresar las relaciones de
compatibilidad entre proposiciones (o, equivalentemente, de ortogonalidad entre direcciones), ligeramente
diferente de los diagramas de KS y los diagramas de ortogonalidad empleados hasta ahora.
72
‘4.
2. 4. Otras demostraciones aditivas 73
Una última observación: El conjunto Q-40 contiene direcciones con componentes
complejas por la propia forma de construirlo a partir de estados de espín (expresados en
la base habitual [Schiff 68], p. 203) propios con autovalor +1/2 según vectores
apuntando a los vértices de un dodecaedro. En principio podría pensarse que se podrían
implementar las mismas relaciones de ortogonalidad con direcciones tetradimensionales
de componentes reales pero esto no es así60.
c. Z-28
Estudiando las relaciones de ortogonalidad completas de Q-40, Zimba [Zimba 93],
IlZimba-Penrose 931 descubrió que existen subconjuntos no-coloreables de Q-40 de 28
elementos. Específicamente los subconjuntos críticos que descubrió Zimba son los que
contiene las 20 proposiciones explícitas y 8 proposiciones implícitas asociadas a los
vértices uno de los cinco cubos inscritos en el dodecaedro61. Nos referiremos
genéricamente a ellos por Z-28. El argumento de Zimba para sospechar que Q-40
contiene subconjuntos críticos no-coloreables puede encontrarse en [Zimba 93] y
[Zimba-Penrose 93], Pp. 710-7 15. La demostración de que los Z-28 son no-coloreables
puede encontrarse en [Zimba 93] y [Zimba-Penrose 93], pp. 715-716.
d. Otros subconjuntos de Q-40 de 28 elementos
Considerando todas las relaciones de ortogonalidad de Q-40 hemos comprobado por
ordenador que Q-40 es no-coloreable pero no-critico y que no existen subconjuntos no-
coloreables de Q-40 con menos de 28 elementos. Sin embargo, hemos encontrado
muchos más subconjuntos con 28 elementos de los que señala Zimba; de hecho, hemos
encontrado subconjuntos no-coloreables con cualquiera de las combinaciones posibles
en número de proposiciones explícitas e implícitas que sumen 28: además de los 5
conjuntos Z-28 (con 20 proposiciones explícitas y 8 implícitas correspondientes a los
vértices de un cubo), hemos hallado conjuntos con 19 explícitas y 9 implícitas, 18
explícitas y lO implícitas, etc. En particular, hay 5 conjuntos que son exactamente el
negativo de los descubertos por Zimba: los nuestros tienen 8 proposiciones explícitas y
60 [Zimba-Penrose 93], p. 698: “[Q-40] is the first that has been shown [Penrose 92] to be
essentially complex—that is, it cannot be expressed solely in terms of vectors with real components
we remark that Penroses set of 33 rays in tbree dimensions [Penrose 92] is also complex, whereas
the other configurations listed [P-33, P-24, CK-31] can alí be given in terms of real vectors.”
~ Con la notación de la figura 2. 17, los 5 cubos son los de vértices ACIJ (y sus antípodas),
ADGH (id.), BDPJ (id.), BEHI (id.), CEPO (id.)
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20 implícitas; en cada uno de ellos las 8 proposiciones explícitas están asociadas a los
vértices de uno de los cubos inscritos en el dodecaedro.
‘4
El teseracto cuántico y sus subconjuntos
u”
e. P-24: el “teseracto cuántico”
‘4?
Llamaremos P-24 a cualquier conjunto de 24 direcciones que tenga las mismas
relaciones de ortogonalidad que el conjunto de 24 direcciones cuyos cosenos directores
alcuadradosonunadelascombinaciones o+o+0+í=o+o+4+4=f+4±4±4y
le’
todas sus permutaciones. P-24 es un TNCS, y fue obtenido originalmente por Peres de
un modo distinto al que sugeriremos a continuación (sobre cómo lo hizo Peres, ver la e’
nota 42 y la Sec. 2. 6. 1). Aquí, nuestra forma de llegar a P-24 es la siguiente: e’
‘u”
Supongamos que estamos buscando un TNCS en dimensión 4; en dimensión 3 vimos
que las 13 direcciones “relevantes” de un cubo (que contenían 6 DPSs del tipo KS-8) e
jugaban un papel fundamental en la construcción de P-33 (que podía interpretarse como e.
elas direcciones relevantes de tres cubos rotados) y de los conjuntos CK-31; así que
e
empezaremos por considerar el análogo en dimensión 4 de ese conjunto de direcciones. e
u’
Recordemos primero que esas direcciones eran: e
e
(a) Las 3 direcciones que se obtienen al unir el centro del cubo —que suponíamos en e
el punto (0, 0, 0)— con los centros de las 3 caras (figura 2. 19, izquierda) [silos ejes u’
e
son perpendiculares a las caras, esas direcciones se pueden representar por vectores con
e
una componente 1 y dos 0’s: (1,0,0), (0, 1,0) y (0,0,1)].
e
(b) Las 6 direcciones que se obtienen al unir el centro del cubo con los centros de las e
12 aristas (figura 2. 19, centro) [direcciones que se pueden representar por vectores con e.




(c) Las 4 direcciones que se obtienen al unir el centro del cubo con los 8 vértices
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El análogo tetradimensional del cubo tridimensional es lo que se llama un
teseracto62; ver la figura 2. 20.
62 Un teseracto o hipercubo tetradimensional es un politopo (una figura geométrica limitada por
porciones de lineas, planos o hiperpianos; es decir, la generalización n-dimensional del concepto de
polígono bidimensional y de poliedro tridimensional) de 8 hipercaras (hexaedros, esto es, cubos
Fig. 2. 19. (a) Centros de cara (izquierda), (b) centros de arista (centro), y (c) vértices
(derecha) de un cubo.
Fig. 2. 20. Proyección tridimensional de un teseracto. Los puntos en gris más claro
representan centros de hipercaras opuestas, los puntos en gris más oscuro representan
centros de caras opuestas, y los puntos negros representan vértices opuestos.
e’



















Siguiendo con la analogía, nos fijaremos en las siguientes 24 direcciones e
“relevantes” del teseracto: e’
e
(a) las 4 direcciones que se obtienen al unir el centro del teseracto —que u
e
supondremos en el punto (0, 0, 0, 0)— con los centros de las 8 hipercaras (figura 2. e.
21, izquierda) [eligiendo adecuadamente los ejes, estas direcciones se pueden e
representar por vectores con una componente 1 y las demás cero: (1, 0, 0, 0), (0, 1, o,
0), (0,0, 1,0) y (0,0,0,1)], e
e’
e(b) las 12 direcciones que se obtienen al unir el centro del teseracto con los centros
e’de las 24 caras (figura 2. 21, centro) [direccionesque se pueden representar por e
vectores con dos ls (±l’sy/o —1’s) y dos 0’s: (1, 1,0,0), (1, —1,0,0), (0,0,1,1), 9’
e
e.
tridimensionales), 24 enras (cuadrados bidimensionales), 32 aristas y 16 vértices; ver ~Manning 14], PP.
239-241, 290-291, [Sommerville 29], Pp. 170-171, [Coxeter 48], p. 123. Se puede visualizar e’
proyectándolo en el espacio tridimensional de cuatro formas, descritas por primera vez en [Hall 93],
e’
según se de prioridad a vértices, aristas, caras o hipercaras. En la tigura 2. 20 se presenta la proyección
“hipercara primero” [Coxeter 48], p. 243, que es la más habitual, [Sommerville 29], p. 178; en ella, dos
de los 8 cubos son los cubos externo e interno de la figura, y los otros 6 aparecen en perspectiva como u’
troncos de pirámide; los 24 cuadrados aparecen en la proyección como 12 cuadrados (en perspectiva) y 12 U
trapecios. Un ejemplo de un teseracto proyectado tridimensionalmente es (esencialmente) el monumento U
a la Constitución que hay frente al Museo de Ciencias Naturales en Madrid. Para hacerse una idea mejor e’
e
de lo que realmente “es’ un teseracto, en [Dewdney 86] se describe un programa de ordenador para
9’
visualizar (mediante proyecciones tridimensionales que a su vez se representan en el plano mediante las
e’





Fig. 2. 21. (a) Centros de hipercara (izquierda), (b) centros de cara (centro), y (c)
vértices (derecha) de un teseracto.
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(c) las 8 direcciones que se obtienen al unir el centro del teseracto con los 16
vértices (figura 2. 21, derecha) [direccionesque se pueden representar por vectores con
todo l’s (+1’s y/o —l’s): (1, 1,1,1), (1, —1, 1, —1), (1, 1, —1, —1), (1, —1, —1, 1), (1,
Vamos a probar que P-24 es efectivamente no-coloreable. En las secciones (f) y (g)
veremos que P-24 contiene sendos TNCS, lo cual nos asegura que P-24 es un TNCS,
sin embargo, también puede hacerse otra demostración usando un argumento de simetría
análogo a] descrito para P-33. El argumento se basa en que elección explícita de
direcciones que hemos hecho para P-24 es invariante bajo el intercambio de los ejes
cartesianos y bajo los cambios de signo de cada eje; ello permite asignar arbitrariamente,
sin pérdida de generalidad, el valor 1 a una de las cuatro direcciones mutuamente
ortogonales de tipo (a), a otra dirección de tipo (b) no ortogonal a la anterior, y a una
tercera de tipo (c) no ortogonal a la anterior.
Tétrada ortogonal Otros vectores ortogonales al primero
1000 0100 0010 0001
1100 1—lOO 0011 001—1
1111 11—1—1 1—11—1 1—1—11
1010 10—10 010] 010—1
111—1 11—11 1—111 —1111
0011 001—1 0101 010—1 0110 01—10




0110 01—10 lOO—] 1001
Tabla 2. 2. Demostración de que P-24 es un TNCS. La contradicción surge en la
última linea (en la que los cuatro vectores ortogonales han aparecido ya con valor cero).
63 En [Peres 93], p. 201, se dice que “the 24 rays are orthogonal to the faces of the regular polytope
known as the 24-celí’; esto no es correcto; lo que sucede es, [Penrose 92], p. 11, que “the 12 (b) points
- together with their reflections - constitute the 24 vertices of a regular polytope known as a “24-eclI’,
made up of 24 regular octahedra, 8 of these octahedracoming together at each vertex (see [Coxeter 48]).
The centres of these octahedra form an exaetly similar configuration, these points being given by the (a)
points, and by the (e) points at half distance out from the origin (and by the reflections of alí these
points in the origin).’ El 24-celdas tiene 24 hipercaras (octaedros, o bipirámides, de dos tipos), 96 caras
(triángulos equiláteros), 96 aristas y 24 vértices; véase [Manning 14], Pp. 295-297, [Sommerville 29],
Pp. 17 1-172, [Coxeter 48], Pp. 148-149 y (cuatro proyecciones distintas en) p. 243. Para ver la relación
entre la interpretación geométrica de P-24 que propone Penrose (con el 24-celdas) y la nuestra (con el
teseracto), téngase en cuenta que los 8 centros de hipercaras y los 16 vértices del teseracto son vértices
del 24-celdas, [Sommerville 29], p. 179.
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La tabla 2. 2 prueba la no-coloreabilidad de P-24 para una asignación arbitraria de
partida. Análogamente al caso de la demostración para P-33, en la tabla 2. 1, los cuatro
primeros vectores de cada fila forman una tétrada ortogonal; los siguientes vectores son
ortogonales al primero de la correspondiente fila (al que se asigna el valor 1), y las
cursivas indican que el vector ya ha aparecido antes en la tabla. Se elige asignar el valor
1 al primer vector de las tres primeras filas. Por tanto, los restantes vectores de las tres
primeras filas han de tener el valor 0. Las tétradas ortogonales de la cuarta y quinta filas
están formadas cada una de ellas por tres vectores que ya han aparecido antes en la tabla
y a los que se ha asignado el valor 0. Consecuentemente hay que asignar el valor 1 al
cuarto de los vectores (el que ocupa el primer lugar en las filas cuarta y quinta). La
contradicción surge entre la primera linea (en la que se ha elegido que 0110 tenga el
valorO) y la última (en la que 0110 ha de tener valor 1)64.
64 Tanto en [Peres 91], como en [Peres 93], p. 201, se afirma que la contradicción puede evitarse si
se elimina una sola de las 24 direcciones es decir se dice que el conjunto dc 24 es crítico. Eso no es
correcto, como se verá a continuación. En la lista de erratas sobre su libro que Peres envía (20 de marzo
de 1996), dice: “Table 7-2 p. 201 is now superseded: it is possible to find “uncolorable” sets with only
20 rays: see [Kernagban 94], or even 18 rays: see [Cabello-Estebaranz-Oarcía Alcaine 96 a]. En la
reimpresión de 1995 de [Peres 93] ya está corregido este punto yen la p. 201, hay una nueva tabla con
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15: (0, 0, 1, 0)
16: (0, 0, 0, 1)
Entre esos 24 vectores hay 108 parejas ortogonales (tantas como puntos negros y
segmentos con círculos grises en ambos extremos) y 24 tétradas ortogonales (tantas














Cada vector es ortogonal a otros 9 vectores del conjunto.
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f. K-20
El TNCS de 24 direcciones de Peres no es crítico, como demuestra el hecho de que
existen subeonjuntos que son también TNCSs; el primero en la literatura es un
subconjunto de 20 vectores debido a Kernaghan [Kernaghan 94]. Este subconjunto, al
que llamaremos K-20, se obtiene eliminando de P-24:
(d) tres direcciones que apunten a los centros de tres caras de una misma hipercara,
por ejemplo,(1,l,0,0),(l,0,—1,0),(l,0,0,l),
(e) y la dirección que apunta al vértice de esa misma hipercara por el que no pasa
ninguna de las tres caras anteriores, esto es, (1, —1, 1, —1).
El conjunto resultante tiene 20 vectores que se pueden combinar en 11 tétradas
ortogonales que dan lugar a las siguientes 11 ecuaciones (las cursivas indican que el
correspondiente vector ha aparecido antes en otra ecuación):









1, 0, 0)+v(0, 0, 1,
0,1, 0)+v(0, 1, 0,
0, 0, 1)+v(0, 1,1,
1, —L I)+v(l, 0,
1, —L 1)+v(0, 1,
1, 1, —1)+v(0, 0,
0, 0, —1)±v(l,1,
—L 0, 0)+v(l, 1,
l)+v(0, 0, 1, —l)=1,
l)+v(0, 1,0, —l)=l,
0)+v(0, 1, —1, 0)=l,
1, 0)+v(0, 1, 0, —1)=l,
1, 0)+v(l, 0,0, —l)=l,
1, J)+v(1, —1,0, 0)=l,
v(J, 0, 1, 0)+v(0, 1, 0, 1)+v(1, 1, —1, — 1)+v(1, —1, —1, J)= 1. (2. 66)
La demostración de que es un TNCS es inmediata: la suma de los miembros de la
derecha de (2. 56)-(2. 66) es impar (en concreto 11), mientras que la suma de los
miembros de la izquierda es necesariamente par, porque cada vector aparece dos o
cuatro veces.
g. CEG-18
El hecho de que K-20 (subconjunto de P-24) sea crítico (cosa que se puede
comprobar por ordenador) podría inducir a la creencia de que no existen subconjuntos
de P-24 con menos de 20 vectores. Falso: silos hay. De hecho, las situación es la
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críticos (uno de ellos es el de Kernaghan) y 240 son no-críticos. Estos últimos contienen
96 subconjuntos no-críticos de 19 vectores que a su vez contienen 16 subconjuntos
críticos de 18 vectores, [Cabello-Estebaranz-GarcíaAlcaine 96 a]65.
Consideremos uno de estos conjuntos. Los 18 vectores se pueden combinar en 9
tétradas ortogonales que dan lugar a las siguientes ecuaciones (las cursivas indican, de
nuevo, que el correspondiente vector ha aparecido antes en otra ecuación):
v(O~ Q0;,1>+~(9, ,0~LQ)±vQ ‘1 0,91±v(t —1, O~O).
4 -~;‘t ~-O+’vtt .j í)+Vft J~ 4 OJ±y«1,ft’t
ttl; ‘~I. L rt3’tV (LX É’O+vÓ 0 1 0)÷v(O’1 0 ~ (~A
vfl, ~L —1, i’,)+v<1, 1 1, JflÁL 0. 0 j,Y+v(O, 1, —E 0)~ 1, (Z. 12>
y ~ ~ —1, 1).t~04 1, —1)+v(J ~1, O O)+vW, 04, 1 1, (Z 732
‘L 1, —1. 1)+i4—I, t 1. 1Y4~’vÚL 9 1”OY+v<ft LO, —1#1,
i,; L,L —,1)±W,—í,L 1 9±’L —t 0J~ki’
La demostración de que es un TNCS es inmediata: la suma de los miembros de la
derecha de (2. 67)-(2. 75) es impar (es 9), mientras que la suma de los miembros de la
izquierda es necesariamente par, porque cada vector aparece dos veces.
65 Geométricamente, estos conjuntos, a los que llamaremos CEO- 18, son subeonjuntos de las 24
direcciones relevantes del teseracto (ver Fig. 2. 21). Se obtienen eliminando de P-24 una dirección de
tipo (a), tres direcciones de tipo (b), y dos direcciones de tipo (e) tal y como se hace en la Fig. 2. a.
No es difícil ver que, por simetría, una eliminación como la de la Fig. 2. a se puede hacer de 16
maneras diferentes.
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Fig. 2. 23. Diagrama de ortogonalidad correspondiente a CEG-18.
2: (1, —1,0,0)
















Entre esos 18 vectores hay 63 parejas ortogonales (tantas como puntos negros y
segmentos con círculos grises en ambos extremos) y 9 tétradas ortogonales (tantas como
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Hasta la fecha no se conoce ninguna demostración más económica (con menos
direcciones) del teorema de BKS que ésta66.
Ii. La simplificación sugerida por CIit’ton
Rob Clifton67 ha sugerido una modificación de las “reglas del juego” que permite
reducir el número de direcciones implicadas en las demostraciones del teorema de BKS.
Hay que hacer énfasis en que la propuesta de Clifton se basa en nuevas reglas y, por
tanto, es una nueva versión de demostración y no es comparable a las anteriores. En
particular, vamos a ver cómo la idea de Clifton permite una demostración del teorema de
BKS con 14 de los 18 vectores de CEO-lS. Los resultados de esta sección pertenecen a
[Cabello-Estebarauz-GarcíaAlcaine 96 b].
66 Esta sencilla demostración (obtenida el 22 de noviembre de 1995) ha merecido varias
felicitaciones, por ejemplo: Lucien Hardy, 6 de febrero de 1996: “1 am particularly impressed with the
18 vector proof of Bell-KS. Have you sent copies to Peres, Mermin and Clifton?”; A. Peres, 14 de
febrero de 1996: “1 checked your 18-vector proof, and 1 am very much impressed by it. 1 wonder why
Michael Kernaghan, who did a computer search starting from “my’ 24 vectors, missed that set of 18’;
A. Peres, en otro mensaje el 14 de febrero: “1 sent the list of 18 vectors to Michael Kernaghan, and he
asked me to forward to you bis warmest congratulations”; Rob Clifton, 19 de febrero de 1996:
congratulations on finding your 18 ray set in 4D — it seems te Ixave eluded everyone but yourselves!”;
M. Kernaghan, 20 de febrero de 1996: “Because of time constraints (to finish iny Ph.D.!)! did not get a
chance to check alí ways of removing vectors from Peres 24,1 could only check that there were no ways
to reduce the 20 that 1 had found. 1 am glad that you were able te do this”. M. Kernaghan, 21 de febrero
de 1996, “Your contribution should be of lasting value.” Jeffrey Bub, 21 de febrero de 1996: “1 am
writing a book en foundations of quantum mechanies, to be published by Cambridge later this year, and
would like te include a reference to your paper.” Quizá este conjunto tenga además alguna otra utilidad;
M. Kernaghan, 20 de febrero: “The (...) purpose was te find a small enough set so that 1 ceuld use it
easily for working out logical relatiens among quantum propositions; and this is what 1 am doing now
(...) for development of quantum computer systems [una de las direcciones de Kernaghan es: Pacifie
Quantum Systems, pqs@mars.ark.com http://mars.ark.com/.-pqs]. The logical relations of your 18 are
very beautiful, given the strict parity of tbe vectors (each occurs twice, etc.)”
67 Comunicación particular de Clifton del 19 de febrero de 1996. Aparentemente, Clifton ya había
sugerido esta idea antes, posiblemente a raíz de la publicación del conjunto con 20 vectores de
Kernaghan [Kemaghan 94]; así se desprende de una comunicación de Peres del 20 de febrero: “1 know of
Rob Clifton quasi-KS proofs with fewer vectors but more complicated rules. We were already with
fewer than 20 vectors when 1 met him and Michael Kernaghan in 1994. According to my personal taste,
if the rules are too complicated, the result is not interesting”. La sugerencia de Clifton está implícita en
la distinción que se hace en [Fine-Teller 78], p. 634, entre “Sum rule: v(~A) = Ev(A), for
commuting A “, y “Finite sum rule: y (A + B) = y (A) + y (B), for commuting A and ¡3”; sobre la
“regla de la suma’ ver también [Redhead 81, 87].
e’
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ev
El teorema de BKS, recordémoslo, subraya la imposibilidad de las teorías de ir
variables ocultas que atribuyan respuestas definidas v(u,) a las proposiciones P~ ir
representadas por los proyectores Iuú<u1 1 satisfaciendo los siguientes requisitos:
u’
le(a) En un sistema individual cada proposición P0 tiene un valor único, O (“no”)
U?;
o ¡ (“sí”), que es independiente de cualesquiera otros observables compatibles que st
se consideren conjuntamente <no-contextualidad). u’
e’
(b) Para cada conjunto de proyectores conmutativos de rango 1 cuya suma es la e.
e.
matriz identidad <en el espacio de Hilbert n-dimensional de los estados del
e
sistema), el valor de una y sólo una de las correspondientes proposiciones es 1, y e
los valores de las restantes n —1 proposiciones son 0. 9’
u
Estas son las “reglas de juego” habituales para determinar si un conjunto es e’
u’
coloreable o no. Sin embargo, las condiciones (a) y (b) implican una tercera:
u’
e(c) Dados dos conjuntos de proposiciones representadas por proyectores sobre




eLa implicación es evidente: Si tenemos dos conjuntos diferentes de proyectores que
e.
sumen la matriz identidad, £1u1\n, = = 1, y ambos conjuntos comparten e
e
un elemento común, digamos u1 = VI, la premisa (a) implica que el valor de la e.
correspondiente proposición en ambos conjuntos de proposiciones debe ser el mismo (0 e.
u.ó 1); entonces la premisa (b) implica que la suma de los valores de ambos conjuntos de
e
proposiciones sobre el subespacio complementario también deben ser iguales (1 ó 0, e’
ti ti
e’
respectivamente), Elu1><u, 1 El mismo argumento se puede usar de nuevo
9’
e
si hay más vectores comunes.
e’
9’
Eligiendo entre las ecs. (2. 67)-(2. 75) cuatro parejas de ecuaciones, cada pareja con
e
un vector común, e igualando las sumas de los valores sobre los subespacios
complementarios a esos vectores comunes, podemos reducir (de muchas maneras) el U
sistema a otro con sólo 5 ecuaciones con 14 vectores, por ejemplo (la siguiente elección e
e
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v(0, 0,1, 0)+v(l, 1, 0, 0)+v(l, —L 0, 0)= (2. 76)
v(0, 1, 0, 0)+v(1, 0, 1, 0)+v(1, 0, —1, 0)
v(1, —1, —1, l)+ 41, 1, 0, 0)+v(0, 0, 1,1) =
v(l, 1, 1, 1)+v(1, 0, —1, 0)+v(0, í, ~, —p (2 77)
v(0, 0, 1, 0)+v(0, 1, 0, 0)+v(1, (2. 78)
v(l, 1, —1, l)+v<J, 0, 1, 0)+v(0, 1, — (2. 79)
v(1, 1, —1, 1)+v(1, 1, 1, —1)+v<1, —1, 0, 0)+v(0, 0, 1, 1)==1. (2. 80)
Podemos ahora formular la siguiente versión del teorema de BKS:
No existe ningún conjunto de valores v(u1) que verifiquen las ecs. <2. 76,142.
80).
Demostración. De nuevo se emplea un argumento de paridad: si sumamos esas
cinco ecuaciones, cada valor v(u1) aparece o bien dos veces en el mismo lado de la
ecuación resultante, con una contribución par (0 ó 2), o una vez en cada lado, con
cancelación de ambas contribuciones; el término adicional J en e] ]ado derecho hace que
sea imposible que se satisfaga la igualdad, q.e.d.
Este conjunto de 14 vectores (o cualquiera de los muchos otros que se pueden
obtener de forma similar) conduce a una demostración del teorema de BKS basado en el
uso explícito de (c), siguiendo la sugerencia de Clifton. La condición (c) es una
consecuencia directa de (a) y (b), y no impone ningún requisito nuevo sobre las
variables ocultas. Su empleo no es un mero artificio para dejar fuera varias
proposiciones cuando se cuenta el número de ellas necesario para la demostración,
porque no se asume ningún valor concreto para esas proposiciones que se desechan; la
demostracion se mantiene, cualesquiera que sean los valores de las proposiciones
omitidas.
e5,’
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En esta tesis las demostraciones del teorema de BKS en espacios de Hilbert de e-
e
dimensión mayor que 3, especialmente en espacios de dimensión 4 (como el de los
estados de espín de dos partículas de espín 1/2) y 8 (estados de espín de tres partículas e.
de espín 1/2) van a jugar un papel fundamental como se verá en el capítulo 4 (donde se
e’trata el teorema de BKS en sistemas compuestos y su relación con el teorema de Belí).
e
Por ello es preciso resolver primero el problema de construir demostraciones finitas del
teorema de BKS en espacios de dimensión superior a 3. Hasta 1991, todos los TNCSs e.
contemplados en la literatura se referían al caso de espacios de dimensión 3; desde
e.
entonces han aparecido TNCSs en dimensiones 4 <como los que henos visto en las
e
secciones anteriores) y 8 [Kernaghan-Peres 95], y’ como vamos a ver a continuación, e.
diversos métodos para obtener TNCSs en dimensión arbitraria. El propósito de las u.
secciones siguientes será estudiar estos métodos para construir conjuntos no-coloreables e’
e’(DPSs, PNCSs y TNCSs) en cualquier dimensión finita mayor (o igual) que 3. e
e
Empezaremos, en la sección (b), recordando la primera propuesta sistemática para e
construir TNCSs en dimensiones superiores. Este resultado, debido a Jason Zimba y e.
Roger Penrose, permite construir TNCSs en cualquier dimensión salvo, en dimensión 9’
e
5. En las secciones (c) y (d) se presenta un procedimiento explicito para construir
e(DPSs, PNCSs y) TNCSs en cualquier dimensión (incluso en dimensión 5). El
procedimiento usa el esquema de tres pasos en que descompusimos al principio de este e’
capítulo la demostración de Kochen y Specker. Veremos cómo ese esquema, la e
e
construcción sucesiva de tres tipos de conjuntos, sigue siendo fructífero al aplicarlo en
dimensión arbitraria. En las secciones (e) y (1) se prueba otro resultado mucho más e.
sencillo que permite construir un TNCS en dimensión n a partir de otro en dimensión d
(3=d <n =2d). En la sección (g) se discute cómo atacar el problema de encontrar los
u’
TNCSs mínimos en cada dimensión. Por último, en la sección (h) se hace una primera e
incursión en el significado físico de los conjuntos de proyectores en dimensión arbitraria e
(recuérdese que uno de los puntos fuertes del artículo de Kochen y Specker de 1967 en e
e’
comparación a otros trabajos, por ejemplo el de Belí, era el identificar los operadores en
e.
dimensión 3 con ciertos observables físicos y dar una receta para su medida, ¿qué e
sucede en dimensiones superiores?, ¿es posible hacer una correspondencia similar entre u
operadores y observables?, ¿cómo se miden estos últimos?); se volverá sobre el e
e
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La sección (b) coincide esencialmente con la sección 6 de [Zimba-Penrose 93], las
secciones (c), (d) y (h) coinciden con, respectivamente, la sección 3, el apéndice y la
sección 5 de [Cabello-García Alcaine 96 a], las secciones (e) y (f) coinciden con
[Cabe]Jo-Estebaranz-GarcíaAlcaine 96 e].
b. El teorema de Zimba y Penrose sobre construcción de TNCSs
En [Zimba-Penrose 93], Pp. 716-719, se enuncia un teorema elemental que permite
obtener un TNCS en dimensión n + m a partir de dos TNCSs, uno en dimensión n y





1 ~,..., v1~) (vqj,..., (2. 82)






son vectores en un espacio n + ni dimensional.
Teorema: U * V es un TNCS n + m dimensional.
Demostración: En un espacio de dimensión n la asignación un valor (1 ó 0) a cada
dirección debe verificar:
(a) Si dos direcciones son ortogonales el producto de los valores asignados a ellas es
0.
68 Salve cambios mínimos, hemos respetado la notación del artículo original.
e.
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(b) En cualquier conjunto de n direcciones mutuamente ortogonales, la suma de los




Vamos a demostrar que si U * V fuese coloreable, es decir si existiese una aplicación e>
y: U * y —* ¡0, 1} que satisfaga (a) y (b), entonces U ó V serían coloreables, es decir,
existirían y1: U—*{0, 1), y2: 10, 1}, tales que al menos una de ellas satisface (a) y le
4(b). Por lo tanto, si no existen y1 y y2 (y eso es así por la hipótesis de partida), tampoco
le,puede existir y. Supongamos que existe y: U * V —* ¡0, l} satisfaciendo (a) y (b). st
Definamos y1 :U—ÑO, 11 y y2 :V—~{0, fi como st
e.




Para ver que y1 satisface (a), consideremos dos vectores ortogonales en U, n~ y u,. e.
9’
Entonces es fácil ver que ii~ y ú~ son ortogonales en U * V, de manera que, como y
satisface (a). v(ú)v(ñ~)=0, es decir v,(u1)v,(u1)=O. Por tanto, y, satisface (a). e-
Análogamente, y2 también satisface (a). u’
e.
Por otro lado, por la hipótesis de que U es no-coloreable, debe existir algún conjunto e’
{u11<1 den direcciones mutuamente ortogonales en Utal que f,(u )+... + f(u;) =0. 9’
u’
Entonces, bajo la hipótesis de que U * V es coloreable, cualquiera que fuera el conjunto u.
{v~}¶.~ de m direcciones mutuamente ortogonales en V, las direcciones u.
{ú’I ú,, ii,..., 1” } formarían un conjunto de u + m direcciones mutuamente 9’
e.








y como v1(u9+...+v,(u9=0, entonces v2(v[)+...+v2(vt)>0. Pero como esto u’
sería cierto para cualquierconjunto {v~}¿L, de direcciones ortogonales de V, llegamos a 9’
e
que y2 debería satisfacer (b), q.e.d. e.
e’
Este resultado indica que se pueden combinar dos TNCSs conocidos, uno con p e.
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nuevo TNCS con pi- q direcciones en dimensión n + m69. Como, cuando Zimba y
Penrose escribieron su articulo, sólo se conocían TNCSs en dimensiones 3 y 4, el
teorema anterior dice cómo construir TNCSs en dimensión k, siendo k un número que
se pueda obtener como suma de un número entero de treses más otro número entero de
cuatros. Es fácil ver que cualquier entero k> 5 satisface esa condición, lo que lleva a
Zimba y Penrose a concluir que existen TNCSs en cualquier espacio de Hilbert de
dimensión finita mayor o igual que 3, “excepto posiblemente en dimensión 5”, aunque
“uno sospeche que también lo hay en dimensión 5”70~
c. Construcción en tres pasos de un TNCS en dimensión arbitraria
En esta sección se generaliza a RP~ con n> 3, la construcción original de KS de
un TNCS en RP3.
La construcción procederá en tres pasos. En el primer paso construiremos un
conjunto de direcciones tales que una elección particular de color para una de las
direcciones determina el color de otra de las direcciones del conjunto. En el segundo
paso usaremos estos conjuntos para construir otros conjuntos mayores que son no-
coloreables con una elección particular de color para una de sus direcciones. Fina]mente,
en el tercer paso usaremos este segundo tipo de conjuntos para construir otros conjuntos
todavía mayores que no son coloreables de ninguna manera.
Construcción de un conjunto con una predicción definida
Definición: Llamaremos conjunto con una predicción definida <definite
prediction set, DPS) a un conjunto S= {rkl§.I de direcciones tal que al menos para una
elección de valor para una dirección particular r
1 de S, el valor para otra dirección de
S está determinado por las reglas (A) y
69 De hecho, definiendo ñ” = úP~ y = Vpt donde P es la matriz que permuta las
componentes de II y Y, se podrían ohtener hasta (m+n)! TNCSs distintos, ya que la ortogonalidad de
dos (o n) direcciones es invariante baje una misma permutación de las componentes.
70 Zimba y Penrose dicen textualmente: “... we include in Section 6 a simple proof of an
interesting fact, namely that finite non-coleurable sets exist in Hilbert spaces of alí finite dimensions
n =3—except possibly for the n = 5 case.”, p. 698; frase que se repite en las Pp. 716 y 719. La dítima
frase de su artículo es: “Of ceurse, ene suspects that there is such a set in [a Hilbert space of dimension
5] as well!, p. 719. La sección 6 de [Zimba-Penrose 93] está compuesta esencialmente por material de
[Zimba 93].
71 Admitiremos que también son DPSs aquellos que hacen una predicción definida sobre el valor de
una dirección de S siempre y cuando se parta de una elección particular de valores para vanas
st
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(A) Dos direcciones ortogonales no pueden tener ambas el valor 1 (el color
“blanco”).
1%-(B) En cualquier conjunto de n direcciones mutuamente ortogonales en dimensión n,
4
no todas pueden tener el valor O (el color “negro”).
le
Lema 1: En RPti, con n> 3 existen conjuntos S = {rk}ÑI, tales que
v(r1 ) = 1 r~ v(r1.) =1 si r1 y r~. subtienden un ángulo 4 menor o igual que un cierto
u’-
valor que ya discutiremos más adelante; cualquier conjunto de este tipo es un ejemplo de
leDPS.
st
Demostración: Construyamos explícitamente un conjunto con las propiedades e-
arriba mencionadas; para simplificar la notación omitiremos los coeficientes de e’
normalización en algunos de los vectores. Sea S= {rk}t=n+7 donde u’
e
r2 =(O, cosa, sina, O 0), r3 =(cot4’, 1, —cota, O O), e
r4 =(tan~coseca, —sina, cosa, O O); r5, r y r7 se obtienen, respectivamente, e
apartirde r2, r3 y r4,reemplazando a—* ¡3, con a !=13;a, ¡3 !=pzr/2,conpentero; *
e
‘+~ =(sin~, —cos~,0,O O), ‘+6 =(O,O,1,0 O), y e.
it +4
r~,7 =(cos@, sin~, 0,0,..., 0). Si n =4, {r~}~~ son direcciones de la forma *


















direcciones (r } de S, suponiendo que tales elecciones se pueda implementar mediante un estado físico, e
Por ejemplo, si preparamos un sistema en un estado cuántico describible por el vector (1, 0, 0) (que
representa, por ejemple, el estado de espín de una partícula de espín 1 propio de S, con autovalor +h) u.
9’
entonces, por definición, v(l, O, O) = 1, y entonces, por ortogonalidad, dO, 1, 0) = 0 y también
u’
v(O, 1, 1) = 0; por tanto, la elección v(0, 1, 0) = v(O, 1, 1) = O sería una elección de partida válida
u’
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La figura 2. 24 representa las direcciones del conjunto S y sus relaciones de
n +4
ortogonalidad. Cada punto representa una dirección, excepto el punto {r1}18 que
representa n —3 direcciones (en el caso n = 3 este punto no existe). Los puntos que
están sobre la misma recta representan direcciones mutuamente ortogonales. Si, como
dijimos antes, coloreamos de “blanco” las direcciones con valor 1 y de “negro” las
direcciones con valor 0, la figura 2. 24 representa una de las (dos) formas posibles de
asignar valores (colores) a todas las direcciones de S siguiendo las reglas (A) y (B).
Para que la dirección r4 sea ortogonal a r7 (tal y como se representa en la figura 2.
24), es necesario que
sinasinJ3cos(a—/3)=--tan2~. (2. 90)
Y como el miembro izquierdo de (2. 90) está acotado entre —1/8 y 1, entonces
¡~j=arctan(1/4~). (2. 91)
Para cualquier elección de ~ consistente con esta desigualdad, elegiremos a y ¡3 de
manera que verifiquen (2. 90).
Con las relaciones de ortogonalidad consideradas en la figura 2. 24, v(r
1 )= 1 (i.e.,
colorear r1 de blanco)=~v(r2) =v(r5)= {v(r1)}44 =v(r~46) =0, por (A) (i.e., todas
esas direcciones son negras). Además, v(r2)= {v(I0}744 =0~v(r)!=v(r4), por (A)
y (B). Supóngase (como en la figura 2. 24) v(r3) = 1; entonces v(r~ +~ ) = 0, por (A).
r
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ev
u’
Finalmente {v(r )}746 =0 ~ v(r~ +0=1, por (B). La otra posibilidad (no representada e”
ev
en la figura 2. 24) es: v(r3)= O=~ v(r4) =1 ~v(r7)= 0, por (B) y (A),
respectivamente. Por tanto, v(r5) = v(r7) = {v(r)}7i~ = O =~ v(r6) = 1 ~ v(r~~5) = 0,
por (B) y (A). De nuevo, {v(r,)}7i6 = O=t. v(l,47) =1, q.e.d. e’
e’
En resumen: usando un conjunto den +7 direcciones hemos demostrado que sir1 e”
y r1. (f~n+7) subtienden un ángulo ¡<=arctan(I/i/~), entonces e
e
v(r1 ) =1=~ v(1~.) =1. Este conjunto será el “eslabón” en los siguientes pasos de nuestra
e’construcción.
u.
Construcción de un conjunto parcialmente no-coloreable
e.
eDefinición: Llamaremos conjunto parcialmente no-coloreable (partially non-
e
colow-able sei~, PNCS) a un conjunto T de direcciones tales que existe al menos una e.
eleccióndevalorparaalgunadireccióndeTquehaceimposibleasignarvaloresalresto 9’
de las direcciones de Tsiguiendo las reglas (A) y (B). e
e
Lema 2: En RP
ti, con n =3, se pueden construir PNCSs “encadenando” u’
e
adecuadamente varios DPSs. e
9’
Demostración: Sea S
1 = {r1~t1 el conjunto S de la demostración del lema 1, con la
elección particular (como en [Kochen-Specker 67]) ~ = ir/lO (compatible con la e
restricción (2. 91) para ~). Sea S~, j= 2, ..., 5, el conjunto que se obtiene a partir de e.
*2
mediante una rotación de ángulo zr/l0 en el plano x-y (por tanto r~ = r1~,...
y =(0, 1,0 0)), u.
e.
r~ =Rr~1~ (2. 92. a) e’
(2. 92. b) e.
e
e
donde R es la siguiente matriz n x n
cos(ir /10) —sin(ir /10) 0 ... O> u’
e
sin(ir /10) cos(ff /10) 0 ... 0 *
0 0 1... 0 (2.93) e
e’
0 0 0... l~ u’
e
e
Finalmente, definamos T = {r3~} = {.S~ }~.
Aplicando cinco veces la propiedad del conjunto S , *2
v(r11)=1=> v(r!f)(~v(r2i))=1=~v(r2f)(~ v(r319=l ~... =~ v(zy)=l; pero r11 y e.
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acuerdo con (A). Concluimos que T, con la elección inicial v(r11 ) = 1, es no-coloreable,
q. e.d.
Nótese que la otra condición inicial posible, v(r1 ) = O, no determina el resultado
final v(r51) (de ahí que T sea sólo parcialmente no-coloreable).
T contiene n + 38 direcciones diferentes. Esto es así porque al número de
direcciones que se obtiene multiplicando 5 (el número de conjuntos 5 en 1) por n + 7 (el
número de direcciones en 5), le tenemos que restar: cuatro direcciones, porque
+7) = = 4; otras 4(n —2) direcciones, porque r~ = r~+,)Á, con
j=l 4, y k= 8 n +4 y n+ 6; y otradirecciónporque rj1 =r5(,,~5) (como se
puede comprobar usando 5. b).
Construcción de un conjunto totalmente no coloreable
Definición: Llamaremos conjunto totalmente no-coloreable (totally non-
colourable set, TNCS) a un conjunto finito de direcciones que no se puede colorear de
ninguna manera siguiendo las reglas (A) y (B).
Lema 3: En RPM, n =3, se pueden construir TNCSs “encadenando”
adecuadamente varios PNCSs.
Demostración: Sea T1 ={rIIk} el conjunto T de la demostración del lema 2, que
enlaza las direcciones ortogonales u1 =(l, 0,0 O)=r111 y
«2 =(0,l,O O)=r15<~+7 y sea fl un conjunto similar que enlaza u1 con u~1, ~‘
denotemos por U = {r,kl = {T}ti . Entonces
‘Bk =PrQI)Jk (2. 94. a)
(2. 94. b)Ijk
donde P es la siguiente matriz n X n
000... 01
100... 00
p 0 1 0 ... O O . (2.95)
000... 10
Usando (2. 92. b) y (2. 94. b), podemos escribir todas las direcciones del conjunto
U={r
1~~1 (i=1 n; j=l 5; k=l n+7)como
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r,i~ =P R~’rlIk (2. 96)
donde las direcciones {rlÍk}47 son las del “eslabón” original {r~}i7 de la
demostración del lema 1.
A partir de la demostración del lema 2 y de la identificación rw Er,
5(,~7) vemos
que la elección v(r111 ) = 1 implica v(r211) = 1, lo que violaría la regla (A). Sin embargo,
si v(r111)= O entonces v(r211) puede ser 1 ó 0. En el primer caso,
s~ v(r311) =1 y esto es, de nueve, imposible porque violaría (A); de manera
que v(r211)=0. Aplicando el mismo razonamiento a todas las direcciones 1r~11}V1,
conc]uimos que v(r,1 ) = O para todo i = 1 n. Pero esto es imposible porque
violaría (B); por tanto, U es un TNCS finito, q.e.d.
Ucontiene 39n direcciones diferentes. Esto es así porque al número de direcciones
que se obtiene multiplicando n (el número de conjuntos Ten U) por n + 38 (el número
de direcciones en 7’), tenemos que restarle (n —1)n direcciones, porque el conjunto de
direcciones ¡(1,0 0),(0,l 0) (0,0 l)}ET, Vi, con i=l n. En
particular, para n = 3, U es el conjunto de 117 direcciones considerado por KS.
Si n =4, además de las relaciones de ortogonalidad empleadas en nuestra
demostración hay otras relaciones de ortogonalidad adicionales entre las direcciones de
U. Es fácil ver, que estas relaciones adicionales no invalidan la demostración anterior.
Partiendo de DPSs distintos a los hasta ahora considerados, el mismo procedimiento
en tres pasos permite construir otros TNCSs
d. Otros DPSs, PNCSs y TNCSs en dimensión ir=3
Las figuras 2. 25 y 2. 26 representan otros dos posibles DPSs en RP
ti del tipo
v(r
1)=l =~ v%.)=1. Los convenios son los mismos que se emplearon en la figura 2.
24. La elección inicial en ambos casos es v(r1)= ¡ (“blanco”). La figura. 2. 25 (la
figura 2. 26) refleja una de las cuatro (cinco) formas posibles de asignar valores
(colores) a las restantes direcciones del conjunto.
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El DPS de la figura 2. 25 tiene f = n + 10 direcciones. Las direcciones r1 a r7 son
las mismas que en la demostración del lema 1; la expresión de las direcciones r~ +8 a
+ coincide respectivamente con la de ~ a r,,~ en la demostración del lema 1. Si
n =4, las direcciones {r}ht coinciden respectivamente con {r~}44 de lademostración del lema 1. Aparecen tres direcciones nuevas, r
8 =(O,l,0,O 0),
r9 =(sinacosa, 0, —tan4i, O 0), y r10, que se obtiene a partir de r9 con el
cambio a —> /3, donde a !=13!=¡nr /2, con p entero.
Para que la dirección r9 sea ortogonal a i% (tal y como se representa en la figura 2.
25), es necesario que
sínasinflcosacos/3=—tan
2Q (2. 97)
Y como el miembro izquierdo de (2. 97) está acotado entre —1/4 y 1, entonces
~=arctan(1/2). (2. 98)
Para cualquier elección de ~ consistente con esta desigualdad, elegiremos a y ¡3 de
manera que verifiquen (2. 97).
r
Fig. 2. 25. Una elección particular de colores para el DPS de n + 10 direcciones.
rti + lo
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e
El DPS de la figura 2. 26 tiene f = n + 13 direcciones. Las direcciones r1
coinciden con las del párrafo anterior; las direcciones r,, ~ a r~ ~ con r~ ~ a r~ ~ en
la demostración del lema 1, respectivamente. Si u =4, las direcciones {r11’t0
coinciden con {r, } 7 de la demostración del lema 1. Las direcciones restantes son
rj~~ =(tan~, O, sinacosa, O 0), r~ =(0, cosy, siny, O 0), con
a !=¡3 !=y !=pzr /2, conp entero;
r
12 =(tan4cosec¡3sec(fl —y), —siny, cosy, O O), y
r13 =(cot~sin/3cos(¡3 —y), siny, —cosy, O 0).
Para que la dirección ~~<>sea ortogonal a rj2 (tal y como se representa en la figura 2.
26), es necesario que
sinacosasinflcosycos(j3 — y) = —tan2 %b. (2. 99)
Y como el miembro izquierdo de (2. 99) está acotado entre —3 3 /16 y 1, entonces
=arctan(3314/4). (2. 100)
Para cualquier elección de ~ consistente con esta desigualdad, elegiremos a, ¡3 y y de
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En el caso n = 3, el DPS de la figura 2. 24 es KS-1O (ver la figura 2. 2); el conjunto
de la figura 2. 25 es B-13 (ver la figura 2. 5); y el conjunto de la figura 2. 26 es CG-16
(ver la figura 2. 6)72.
Una propiedad interesante de estos conjuntos es que, con sólo unas pocas
direcciones más, el ángulo 4 entre las direcciones inicial y final, r1 y r~, para las que
v(r1)=l ~ v(r~)=l, es mayor que en el DPS de la figura 2. 24, a saber
<=arctan(l/2)=0.464 en el conjunto de la figura 2. 25 y
1 ~¡=arctan(3~’~/4) =0.518 en el conjunto de la figura 2. 26, versus¡ ~¡=arctan(1/.k) =0.340 en el conjunto de la figura 2.24. Esto es útil para algunas
de las versiones “probabilísticas” del teorema de BKS, ya que conducen a mayores
discrepancias con la MC.
Estos DPSs también pueden usarse para construir por el método de los tres pasos
otros PNCSs (y a partir de éstos otros TNCSs). Algunos de ellos tienen menos
direcciones que los descritos en la sección anterior. Por ejemplo, se pueden encadenar
sucesivamente dos conjuntos como los de la figura 2. 25, eligiendo en ambos
~= arctan(l/2) (y por tanto a= —/3 =ir/4), y luego otros dos conjuntos como los de
Iafigura2. 24,elprimerocon ~=(2zr/5)—2arctan(1/2), y el segundo con
obteniendo un PNCS con n + 34 direcciones (en lugar de n + 38) y luego un TNCS.
Un cálculo explícito muestra que el TNCS así obtenido tiene 96 direcciones si n = 3,
136 direcciones si n = 4, y 35n direcciones si n =5 (en lugar de 39n para cualquier n,
como ocurría con el conjunto U de la sección anterior).
72 Si eliminamos las últimas dos direcciones en los DPSs de las figuras 1-3, tenemos otros DPSs
(con f’=n+5, n+S y n+ II, respectivamente) tales que v(i)= 1=4 v(r1,) =0; les ángulos
formados por ¡ y r,, son r/2 — ~, donde ~ son los ángulos previamente discutidos. En n = 3 esos
DPSs son, respectivamente, KS-8, B-l 1 y CG-14.
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r
e. Método recursivo para construir TNCSS en dimensión arbitraria
9-’
Sea A := {a,}1Q1, a1 = (a1,..., a1,», un TNCS en dimensión d. Para todo
9
n:=d+m, 1=m=d,definamos dos conjuntos de vectores n-dimensionales,
fi
t :— {b Y’ Ct := {c
1}¡1, que se obtienen añadiendo a cada vector a, m componentes
cero a la derecha y a la izquierda, respectivamente; b, :=(a1 ,..., a,,~, O O),
(0 0, a1 ‘••‘ a,~). Definamos también los siguientes conjuntos de vectores




Lema: Bes coloreable si y sólo si e’
e’
f+ni u’
~v(b~)=l. (2. 101) u.j= f+1
u’
9’
Demostración: Los conjuntos de d vectores mutuamente ortogonales en A se e
convierten en conjuntos de n vectores mutuamente ortogonales en fi, compartiendo los e
últimos m vectores, b1 e B, j=f+l fi-m. Si se satisface lacondición (2. 101), e
podemos colorear fi simplemente asignando los valores v(b1) = O, j = 1 f; las e
e
condiciones (a) y (b) de la Sec. 2. 4. 2. h se satisfacen automáticamente. Por el e
contrario, si (2. 101) no se verifica, entonces v(b,)=0, j=f+1 f+m; la
imposibilidad de colorear el conjunto A en dimensión d siguiendo (a), (b) implica la e
eimposibilidad de colorear Ben dimensión n, q.e.d.
73
9’





Teorema: D:= Bu Ces un TNCS. e’
u’
Demostración. Si d.c n <2d entonces B nC = 0; las condiciones (2. 101) y (2. 9’
e102), necesarias para colorear fi y C, implicarían la existencia de dos vectores
e
mutuamente ortogonales, bk e B, c, eC,con valores v(b~) = 1, v(c,) = 1; esto impide
que D = Bu C sea coloreable siguiendo (b); por tanto D es un TNCS, q.e.d. 9’
e
El número g de vectores distintos en el conjunto D es g =2(1+ m); el extremo se e.
alcanza sólo si BnC=0. En general, el conjunto D es no-crítico (algunos
u’
____________________ e
73 e.fi es un PNCS: si asignamos el valor v(b) = 1 a un vector cualquiera b. e K, entonces
e.
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subconjuntos de D son también TNCSs). En la sección siguiente, para buscar
subconjuntos críticos emplearemos una generalización a dimensión arbitraria del
programa de ordenador que aparece en [Peres 93], Pp. 209-211 (ver también la sección
titulada “Computer program for testing Kochen-Specker colourings” en [Kernaghan
95]).
A continuación presentaremos varios resultados obtenidos este “método n =2d”, y
los compararemos con los que se obtienen con otros métodos.
El método n =2d nos permite construir TNCS en cualquier dimensión n > 4
partiendo de un TNCS en dimensión 3 (primero nos permite construir un conjunto en
dimensiones 4, 5, y 6; luego nos permite llegar hasta dimensión 12 usando los
conjuntos generados en el primer paso, etc.): podríamos empezar con CK-3 1, o con
33 en dimensión 3; sin embargo, se pueden obtener conjuntos más pequeños en
dimensiones n =5 empezando por TNCSs en dimensión n = 4. En general, empezando
con un TNCS def vectores en dimensión d, este método produce TNCSs con, como
mucho, g =2k(f + Id) vectores en dimensión 2kd.
Dimensión n 5 6 7 8
Método n <2d empezando de P- 39 (29) 44 (31) 47 (34) 48 (36)
24en d=4.
Método n =2d, empezando de S~ 31(29) 35 (32) 37 (34) 38 (36)
(CEG-18)en d=4.
Método de Zimba-Penrose usando ... 62 49 36
CK-31 en d=3 y S
4en d=4.
Tabla 2. 3. Número de vectores de algunos TNCSs en dimensiones 5 a 8 que se
obtienen por distintos métodos. Entre paréntesis están los cardinales de los
subconjuntos críticos más pequeños respectivos obtenidos con ordenador. Los récords
en cada dimensión aparecen en negrita (en la siguiente sección se dan ejemplos de tales
conjuntos).
La primera fila de la tabla 2. 3 muestra el número de vectores de los TNCSs en
dimensiones 5 a 8 que se obtienen partiendo de P-24 en dimensión n = 4. Entre
paréntesis aparecen los cardinales de sus subconjuntos críticos más pequeños (hallados
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mediante una búsqueda con ordenador). Para n = 5, 6, 7 éstos son los actuales récords 9”
e’(escritos en negrita). En dimensión n = 8, el TNCS de 48 vectores que se obtiene con
9’
este método contiene 256 subconjuntos críticos diferentes con 36 vectores igualando el le
récord de LKernaghan-Peres 95]. En la sección siguiente se incluyen ejemplos explícitos e-
de TNCSs récord en dimensiones 4 a 8.
e-
Alternativamente podemos empezar a partir de un conjunto CEO-lS particular en
dimensión n = 4, al que llamaremos S4 (que aparece explícitamente en la sección
e’
siguiente): entonces el número de vectores de los TNCSs resultantes, que se muestra en e-
la segunda fila de la tabla 2. 3, está razonablemente próximo al récord en cada e




El método de Zimba y Penrose (ZP), descrito en la sección 2, necesita, en general, e
dos TNCSs iniciales (uno en dimensión 3 y otro en dimensión 4), y no cubre el caso e’
n = 5. Componiendo dos TNCSs confy g vectores in dimensiones de m, este método e’
e.produce un TNCS con f + g en dimensión d + m, conjunto que es critico si los dos
e
TNCSs iniciales eran críticos. El número de vectores de los conjuntos que se obtienen
con el método de ZP se incrementa linealmente si la dimensión es un múltiplo de la e
dimensión inicial; partiendo de un conjunto crítico conf vectores en dimensión d, el e.
e’
método de ZP produce conjuntos críticos con hf vectores en dimensión hd (nótese que,
aunque estos conjuntos no contengan ningún subconjunto que sea TNCS, el número 1L¡f e’
es sólo un límite superior del tamaño de los TNCSs más pequeños posibles en e’
edimensión hd). En particular, partiendo de un CEG-18 particular, e] método de ZP
u.produce Y’ conjuntos críticos diferentes con 9>< 2~j vectores en dimensión n = 2k+2,
k =1,2 en comparación con el TNCS no crítico con g vectores siendo e.
9x 2k+í ‘cg =(9±2k)x~ que se obtiene por el método n =2d.
9’
eLatercera fila en la tabla 2. 3 representa el número de vectores de los TNCSs que se
e
obtienen con el método de ZP, empezando con los TNCSs más pequeños conocidos en e.
dimensiones 3 y 4 (CK-31 y CEG-18). Los TNCSs en dimensiones 6 y 7 así obtenidos u’
son más grandes que los antes discutidos (y no contienen subconjuntos no-coloreables e’
más pequeños, porque son críticos). En dimensión n = 8, empezando por dos e’
e
conjuntos CEO-LS el método de ZP produce 256 conjuntos críticos diferentes de 36











2. 4. Otras demostraciones aditivas 101
Otros métodos producen conjuntos no-coloreables mayores: En la p. 212 de la
reedición de 1995 de [Peres 93 j74 se construye un TNCS en dimensión d + 1 a partir de
uno en d; sólo es necesario un TNCS inicial para llegar de forma recursiva a cualquier
dimensión n, pero el tamaño de los TNCSs obtenidos crece rápidamente en general, y es
necesaria una búsqueda con ordenador para evitar conjuntos grandes. Finalmente, el
método de las secciones 3 y 4, la generalización a dimensión arbitraria de la
construcción en tres pasos original de Kechen y Specker de la sección 3, que mostraba
explícitamente la relación en dimensión arbitraria entre los distintos tipos de conjuntos
no-coloreables, es, a cambio, muy ineficiente respecto al número de vectores que
aparece(96endimensión nsr3, 136en n=4, y 35n si n=5).
f. Algunos TNCSs críticos récord en dimensiones 4 a 8
En esta sección se presentan ejemplos explícitos de los TNCSs críticos más
económicos conocidos en dimensiones 4 a 8. El primero, en dimensión 4, es un ejemplo
de CEG-18; los otros tres, en dimensiones 5-8, se han obtenido aplicando el método
n =2d a P-24 y luego buscando, con ordenador, sus subeonjuntos críticos mas
pequeños. Para simplificar la notación hemos expresado los conj tintos en dimensiones
5-8 en términos del de dimensión 4.
S~:r{(l ,0,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1), (1,1,0,0), (0,1,1,0), (0,0,1,1), (1 ,—l ,0,O),
—l,—-l,l), (1,1,1,—!), <l,l,—l,l), (—l,1.l,l)}. 54 es uno de los 16 subconjuntos
críticos de 18 vectores de P-24 (uno de los que hemos llamado CEG-18). Se pueden
formar9tétradasde vectores mutuamente ortogonales en términos de los 18 elementos
de 54; cada vector es ortogonal a otros 7 del conjunto y aparece en 2 tétradas (como se
ve en la figura 2. 23). La no-coloreabilidad del conjunto se demuestra mediante un
argumento de paridad: la suma de los valores de cada tétrada es 1; por tanto la suma de
los valores de las 9 tétradas debe ser 9, pero cada valor aparece dos veces y por tanto la
suma es par. Hemos elegido un conjunto diferente al que elegimos en la Sec. 2. 4. 2. g
porque el TNCS en n = 5 que se deriva del conjunto de la Sec. 2. 4. 2. g tiene 33
vectores, en lugarde 31 como ocurre empezando con 54.
S~:={(a,0), (O,a): a 6S4}—{(0,l,0,0,0), (0,0,l,0,0)}. Se pueden formar 16
péntadas de vectores mutuamente ortogonalesen términos de los 29 elementos de S
5. La
no-coloreabilidad de S~ se puede demostrar mediante un test exhaustivo de ordenador
‘7~ Peres, en una comunicación del 16 de febrero de 1996, nos hizo notar este añadido a la edición de
1993 de su libro, y nos envio un archivo post-scrípt de esa página.
e102 Capítulo 2. El teorema de Bell-Kochen-Spec/cer
(no hemos encontrado ninguna demostración analítica de la no-coloreabilidad de éste ni
de los siguientes conjuntos S<, y Si). Éste es uno de los 120 subconjuntos críticos
u’-
similares con 29 vectores del TNCS de 39 vectores que se obtiene (por aplicación del
método n =2d) a partir de P-24. e-.
st
S6:={(a,0,0), (0,0,a) : a eS4}u{(0, 1,0,0,0,0), (1,O,—1,O,O,O), le
(1,1,1,1,O,O)}—{(0,O,l,0,0,0), (0,0,0,1,0,0), (1,l,0,0,0,0), (0,0,l,—l,0,0), (1,
u.
—l,--1,l,0,0), (0,l,0,l,0,0)}; los dos vectores en negrita son los que aparecen citando e
se aplica el método n =2d a P-24, pero no cuando se aplica a 54. Se pueden formar 16 e-
héxadas de vectores mutuamente ortogonales en términos de los 31 elementos de 5<,. La u’
no-coloreabilidadde S~ se ha demostrado mediante ordenador. Este es uno de los 128 e.
u’
subconjuntos críticos similares con 31 vectores del TNCS de 44 vectores que se obtiene e.
(por el método n =2d) a partir de P-24. st
e
S7:={(a,0,0,0), (0,0,O,a): acS4}—{(O,0,0,l,0,0,0)}. Se pueden formar 28 e.
héptadas de vectores mutuamente ortogonales en términos de los 34 elementos de S7. La e’
no-coloreabilidad de S7 se ha demostrado con ordenador. Este es uno de los 144 e
e
subconjuntos críticos similares con 34 vectores del TNCS de 47 vectores que se obtiene e
(porel método n =2d) a partir de P-24. u’
e
S~ :s{(a,0,0,0,0), (O,0,0,0,a): a 654 }. Se pueden construir 81 óctadas de vectores e
mutuamente ortogonales en términos de los 36 elementos de S~; cada vector es e
e
ortogonal a otros 25 del conjunto y pertenece a 18 óctadas. La no-coloreabilidad de S~<
puede demostrarse mediante un argumento de paridad: el número de óctadas es ¡inflar, e
pero cada vector aparece un ntimerog¿r de veces (además, la no-coloreabilidad de S~ es u’
una consecuencia de la no-coloreabilidad de S4 y de la aplicación del método de ZP). S~
e
es uno de los 256 subconjuntos críticos similares con 36 vectores del TNCS de 48
vectores que se obtiene (por el método n =2d) a partir de P-24. e
e
e
g. Búsqueda de la demostración mínima
e
Como hemos visto, muchos autores han ido construyendo conjuntos no-coloreables e
e
con cada vez menos direcciones; ¿se puede reducir aún más el número de direcciones?
¿Cuál o cuales son los TNCSs mínimos en cada dimensión?. El interés de este problema e
es, por lo que sabemos, esencialmentematemático
73. Este es un problema que estamos e
e
e
‘7~ Por ejemplo, JefItey Bub lEub 95J, p. 1257, dice: “The problem of how small wc can malce thc
set of observables and still generate a Kochen-Specker contradiction is interesting mathcmatically and e
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estudiando en la actualidad; indicamos a continuación algunas ideas de cómo podía
resolverse.
Actualmente con un programa de ordenador se puede comprobar muy rápidamente si
un cierto conjunto de direcciones es o no coloreable (es o no un TNCS). De hecho, lo
único que comprueban los programas de [Peres 93], Pp. 209-2 1 1, y [Kernaghan 95] es
si el correspondiente conjunto de relaciones de ortogonalidad es o no coloreable; estos
programas no trabajan con las direcciones explícitas sino con sus relaciones de
ortogonalidad (por ejemplo, no hay que introducir los vectores (1, 0, 0), (0, 1, 0), etc.
sino decirle al programa que el primer vector es ortogonal a] segundo, etc.).
Llamaremos a un programa de este tipo un test de coloreahilidad.
Un problema distinto, pero relacionado con el anterior, es el de si cierto conjunto de
relaciones de ortogonalidades o no factible (es decir, si esas relaciones de ortogonalidad
son o no implementables por un conjunto de n direcciones en la dimensión
correspondiente). Para resolver este segundo problema también es de ayuda el
ordenador de la manera siguiente: de los 2n<n—I)I2 conjuntos de relaciones de
ortogonalidad posibles en principio
76 el ordenador puede descartar aquellos conjuntos
de relaciones de ortogonalidad que contengan subeonjuntos no factibles (por ejemplo,
en dimensión 3 no puede haber dos direcciones distintas que sean ortogonales a otras
dos que a su vez son ortogonales entre si; ni tampoco puede haber cuatro direcciones
distintas mutuamente ortogonales; ni seis direcciones tales que tres A, B, C, sean
mutuamente ortogonales, las otras tres a, b, e también sean mutuamente ortogonales, y
además A es ortogonal a a, B a h, pero C no es ortogonal a e, etc.); cuanto más
exhaustivas sean las reglas de no-factibilidad y cuanto mayores sean los subconjuntos
que estudia el ordenador, más cerca estaremos de que los conjuntos que salvan esta
inrerpretation of quantum mechanical probabilities”; la relación entre el número de direcciones
(proposiciones) y el número de observables en otras demostracionesn de BKS se tratará en la Sec. 2. 6
para el caso de ciertos TNCSs en dimensión 4 y en dimensión 8. El problema, en cierto sentido inverso,
de cuán grande puede hacerse un conjunto de direcciones siendo todavía coloreable sí ha sido considerado
interesante por ciertos autores en relación con interpretaciones alternativas de la MC, en particular en
relación con tas interpretaciones llamadas modales, ver [Bub 95]; bibliografía sobre las interpretaciones
modales se da en la nota 52 del capítulo 3.
76 Este número se obtiene de la manera siguiente: un conjunto de relaciones de ortogonalidad entre
n direcciones se puede representar por una tabla con n entradas horizontales y n verticales; como la
ortogonalidad es una propiedad simétrica y no-reflexiva solo tendremos que rellenar tn = n(n — 1)12
casillas de esa tabla —un ejemplo de este tipo de tabla es el que aparece en la figura 2. 18 para Q-40-—;
por tanto, el número de conjuntos de relaciones de ortogonalidad está acotado superiormente por el
número dc variaciones con repetición de dos elementos (“ortogonal” y “no ortogonal”) tomados de m en
m.
104 Cap(nilo 2. El teorema de Bell-Kochen-Specker
criba sean efectivamente factibles77. A un programa que hace esto lo llamaremos un test
de factibilidad.
Aplicando ambos tests en cada dimensión podríamos (en principio) encontrar los
TNCS mínimos78. El último paso sería encontrar un ejemplo explícito con direcciones
sencillas y ver si su no-coloreabilidad puede probarse por un argumento más elegante
(sin recurrir a tests con ordenador).
En resumen, el problema (matemático) de encontrar los TNCSs mínimos es, en
eprincipio, abordable, aunque sea “a fuerza bruta” (con ayuda de ordenador). Por
1’~


















~ Una ordenación adecuada de las proposiciones (por ejemplo, según el número de relaciones de
e
ortogonalidad que tengan) puede evitarnos tener comprobar más de una vez conjuntos equivalentes de
proposiciones. e
~n particular así comprobaríamos si se puede bajar de i 8 direcciones en dimensión 4. Varios e
autores han manifestado su interés por esta cuestión: Por ejemplo, Hardy, e-mail del 6 de febrero de e
1996: “Do you think that <18 vectors will be possibleT’; Clifton, e-mail del 19 de febrero de 1996: “Do
you have any intuitions about whether 18 rays is the minimun in 4D (i.e. the minimum with respect *
e
to the sum rule applied to orthogonal resolutions of te identity on the whole space only)?”.
‘~ Los TNCSs construidos por elegantes métodos geométricos (los de KS y Penrose) son elegantes e
pero no mínimos (a veces ni siquiera económicos). Una de las conclusiones de la tesis doctoral de
Kernaghan [Kernaghan 95] es: “One conclusion of this thesis is that te configurations of subspaces of e
Hilbert space that support the Kochen-Specker theorem are not characterizable as simple polytopes. On e
the basis of carlier results, it is plausible to suggest a characterization. However, 1 have shown that the
polytope structures of configurations, such as the Coxeter 24-simplex associated with the eigenstates of
e
the EPR [P-24], contain many smaller configurations sufficient to support a Kocben-Specker argument
e[K-20]. This result reveals that it is not trivial to characterize the sets of rays of Hilbert space that
e
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h. Interpretación física de las demostraciones
Hasta este momento hemos centrado nuestra atención en los aspectos matemáticos
del problema, evitando deliberadamente dos cuestiones físicamente relevantes:
1. ¿Cuál es la interpretación en términos de proposiciones físicas de los operadores
de proyección que se usan en las demostraciones?
II. ¿Cómo se puede medir simultáneamente cualquier conjunto completo de
proposiciones compatibles?
El objetivo de esta sección es contestar ambas preguntas. Para ello, primero
revisaremos las interpretaciones físicas de algunas de las pruebas publicadas; y después
veremos que, aunque en general la respuesta a ambas preguntas no es trivial, existen
sistemas físicos descritos por espacios de Hilbert de dimensión finita arbitraria n =3 y
medidas factibles, en principio, sobre ellos que permiten implementar las proposiciones
necesarias para la demostración y medir conjuntamente cualquier conjunto de ellas.
KS [KS 67] señalaban que en n = 3 existe una aplicación biyectiva entre el conjunto
de direcciones r1 en RP
3 y el cuadrado de la componente de espín en esa misma
dirección de una partícula de espín 1, sQ. La relación es <0 r
1 = 1— hÑSQ (2. 23), y
tiene la siguiente propiedad: [57,SJi =0 ~4 r1 r~ =0. Podemos medir una
individual usando aparatos de Stern-Gerlach ordinarios, y una medida conjunta de un
conjunto completo de este tipo de observables (por ejemplo, una medida conjunta de
SJ, S7 y 57) puede lograrse mediante un campo electromagnético con simetría
ortorómbica (ver la. nota 26). Por tanto el teorema de KS se puede enunciar físicamente
diciendo que no es posible asignar valores de variables ocultas consistentemente a un
conjunto finito de observables sJ.
En n = 4, 20 de los vectores de Q-40 vimos que podían identificarse con
proyectores de] tipo k =1~~ = 14/2>(S, = /1/21, donde S~ representa la componente de
espín de una partícula de espín 3/2 en la direcciónr1 (estos proyectores tienen la
propiedad: LP1, 17] = O ~ r1 = 1/3) y los otros 20 con proyectores ortogonales a tres
mutuamente ortogonales del tipo anterior; ver la Sec. 2. 4. 2. b.
Otros TNCS en n = 4 y it = 8 se han obtenido a partir de proyectores “multi-
dimensionales” (o proyectores de rango mayor que 1, en contraposición a las
proposiciones “unidimensionales” consideradas hasta ahora); estos conjuntos son no-
coloreables de acuerdo a reglas similares a (A) y (B); ver la Sec. 2. 5. Estos observables
se obtienen como producto tensorial de componentes de espín de varias partículas de
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espín 1/2 (dos partículas para it = 4, tres para it = 8). La interpretación física de estos
e’observables es inmediata, pero la cuestión de la medición conjunta de todos los
e’
conjuntos compatibles todavía no ha sido resuelta [Peres 92 a]. El teorema de BKS
aplicado a sistemas compuestos se tratará en profundidad en el capítulo 4. *
e
Una vez revisados estos resultados previos, vamos a dar una respuesta a las dos e
cuestiones planteadas al principio de esta sección para el caso de espacios de Hilbert de
dimensión arbitraria finita. Esta respuesta se basa en dos resultados.
*
e
Primero, un teorema muy conocido de von Neumann [Von Neumann 31] y
Varadarajan [Varadarajan62], afirma que dado un conjunto de observables compatibles e
{O~ } ,existe un observable O y un conjunto de funciones Borel {f~ 1 tal que O = f(O).
eEn particular, si {O~ } es un conjunto completo de observables compatibles, el
e
observable O es maximal (no-degenerado)80. Pero, tal como señala Jauch [Jauch 68], p.
103, “The significance of this theorem is more mathematical than practical. The reason e
is that it is often easy to describe physical arrangements which measure a set of
e
commuting observables, while it may be practica]ly impossible to describe such an
e
arrangement for the observable O of which they are al] functions.” e
e
Swift y Wright [Swift-Wright 80] proporcionan el segundo resultado importante e
para nuestro propósito: “Modulo the ability to create in the laboratory any
electromagnetic ficíd consistent with Maxwe!l’s equations, ... using a generalized Stern-
e
Gerlach apparatus, every Hermitian operator acting on the Hilbert space of a spin-s
particle can be measured and a beam of particles can be produced in the state e
corresponding to any given ray in the Hilbert space.” e
*
Ambos resultados nos proporcionan una solución a las cuestiones planteadas al e
*
inicio de esta sección. Identificando H’ con el espacio de Hilbert de los estados de e
espín de una sola partícula de espín s=(n —1)12, obtenemos un ejemplo físico en el e
cual cualquier conjunto completo de proposiciones que aparezca en las demostraciones V
edel teorema BKS en cualquier dimensión it =3 puede expresarse (von Neumann y
eVaradarajan) en términos de un único observable maximal, y éste a su vez puede




~ El teorema de von Neumann-Varadarajan no es más que una extensión del teorema de von e
Neumann-Neumark [Von Neumann 31], [Neumark 54], p. 227, que dice que los observables
representados por operadores conmutativos son conmensurables (esto es, se pueden medir conjuntamente W
e
sobre un mismo sistema individual). Una demostración del teorema de von Neumann-Neumark para
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“generalizado” adecuado. Otra solución a las cuestiones planteadas en esta sección se
dará en el capítulo 4, allí con sistemas de varias partículas.
2. 5. Demostraciones multiplicativas
2. 5. 1. Demostraciones aditivas vs. multiplicativas
Las demostraciones aditivas del teorema de BKS son aquellas que se basan en
resoluciones de la identidad81 como suma de proyectores ortogonales:
,1
(2. 103)
siendo d es la dimensión del espacio de Hilbert. “Se basan” quiere decir que los valores
que las variables ocultas asignan a las correspondientes proposiciones cumplen un caso




En tal caso decimos que un conjunto de proposiciones es totalmente no-coloreable si no
existe ninguna asignación de valores, que verifique las condiciones (BKS 1 )-(BKS3) y
la regla de la suma.
Las demostraciones multiplicativas83 del teorema de BKS son aquellas que se
basan en descomposiciones de la identidad como producto de operadores mutuamente
conmutativos:
1 = ~o,, (2. 105)
81 Del operador identidad de todo el espacio de Hilbert o del operador identidad de subespacios del
espacio de Hilbert, como propone Clifton. Ver la Sec. 2. 4. 2. h.
82 El 1 de la izquierda se justifica porque debe cumplirse (BKS3), y el único valor propio de la
matriz identidad es 1.
83 El nombre es el que se usa en [Peres 96 b]; la distinción entre unas y otras está implícita en la
distinción que se hace en [Fine-Teller 78] entre la “Su¡n rule: v(~A ) = Xv(A ) for commuting
A.”, p. 634, y la”Product rute: v(AB) =v(A>v(B), foralí commutingA andB’ p 635.
108 Capítulo 2. El teorema de Bell-Kochen-Specker
Es decir, los valores que las variables ocultas asignan a los correspondientes
observables84 cumplen otro caso particular distinto de la hipótesis (BKS4) que se llama e’
e’
la regla del producto:
e
l=flv(0
1). (2. 106) *
.7
e’
e’Un conjunto de observables permite una demostración del teorema de BKS si no es




2. 5. 2. La tabla de Peres-Mermin *
e
eEn [Peres 90] se presenta una demostración del teorema de Bell-EPR con “elementos
ede realidad recursivos” sobre un sistema de dos partículas dc espín 1/2 que veremos en e
la Sec. 3. 4. 3; al final de ese artículo hay una nota añadida durante las pruebas de e
imprenta, en la que se comenta una extensión de la demostración propuesta por Mermin;
e
esa misma extensión se presenta en [Mermin 90 d]. La propuesta de Mermin permite *
convertir la demostración de Peres del teorema de Be)l-EPR con elementos de realidad e
recursívos, en una demostración independiente del estado del teorema de BKS. Esta *




La extensión de Mermin del argumento de Peres, contiene 9 operadores que forman














84 En todos los casos que consideraremos serán observables con dos autovalores distintos, ambos
degenerados.
85 Lo que hace Mermin es añadir a los operadores 6 operadores que considera Peres otros 3:
(2 (1 (1 2) e






6~’~ ® ¡(2) ¡0) ® ¿.(2) ~ ® 6(2) — ¡([+2)
x z U
¡(1) ® 6(2) ~ ® ¡(2) 6~’> 06(2) — ¡(1+2)
-U U -U
(1)a ® a~2) ¿SI) ® &2~ 6<~~ ® ¿~2) = ¡([±2)
= ¡(1+2) — ¡([+2) — ¡([±2)
Tabla. 2. 4. La tabla de Peres-Mermin.
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En la tabla 2. 4, cada fila y cada columna está formada por tres operadores
mutuamente conmutativos. Además, el producto matricial ordinario de cada fila y de
cada columna da la matriz identidad 4 x 4 (que hemos denotado por f(í±2)),salvo en la
última fila en la que da menos la matriz identidad. Si suponemos ]as hipótesis (BKS 1)-
(BKS3) y la regla del producto, es decir, si dados tres operadores conmutativos A, B,
¿ tales que su producto es la identidad,
ABC=I, (2. 107)
entonces el producto de los valores de variables ocultas asociados deben satisfacer,
v(A)xv(B)xv(C)= 1, (2. 108)
o, análogamente, —1, si el producto de los tres operadores es menos la identidad. Con
estas hipótesis, y leyendo de izquierda a derecha las columnas de la tabla 1 y de arriba a
abajo sus filas, se obtienen las siguientes 6 ecuaciones:
Las ecs. (2. 109)-(2. 114) son incompatibles como prueba el siguiente argumento:
Cada valor (+1 ó —1, por BKS3) aparece dos veces, luego el producto de todos los
tgQ)x1
(2 112V
.«0>) x y (~ 3
x v{af ~ of) —1.
lados izquierdos debe ser +1, sin embargo el producto de los lados derechos es —1.
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2. 5. 3. La estrella de Mermin
En [Mermin90 d] se hace una extensión de lademostración del teorema de Be]l-EPR
de GHZ-Mermin que veremos en la Sec. 3. 4. 2, de manera que se convierte en una
demostración multiplicativa independiente del estado del teorema de BK586.
Las hipótesis son completamente similares a las de la sección anterior. La extensión
de Mermin se basa en 5 descomposiciones multiplicativas de la identidad, que
representaremos en la figura 2. 27.
Como antes, leyendo la figura obtenemos las siguientes 5 ecuaciones:
Las ecs. (2. 1 15)-(2. 119) son incompatibles, el argumento es el de la sección anterior:
Cada valor (+1 ó —1) aparece dos veces, luego el producto de todos los lados izquierdos
debe ser +1, sin embargo el producto de los lados derechos es —1.
Desde este punto de vista la demostración de GHZ-Mermin admite una lectura
adicional como una demostración multiplicativa dependiente del estado del teorema de
BKS87.
86 Al principio de [Mermin 90 d] se hace la siguiente atribución de méritos: “The discussion thai
follows is inspired by a new version of Bell’s [Bell-EPR] rheorem due to Greenberger, Horne, and
Zeilinger (0HZ), by the observation of [Alíen] Stairs [private communication] that 0HZ can also be
made the basis for a KS theorem, and by a further simplitication of 0HZ version of the KS theorem due
to Peres” La tabla de Peres-Mermin y la estrella de Mermin se recogen también en [Bohm-Hiley 93], Pp.
118-123. Para una explicación de por qué la teoría de Bohm elude éste tipo de demostraciones véase
[Dewdney 92, 93], [Pagonis-Clifton 95].
87 Para comparar la estrella de Mermin con la demostración del teorema de Bell-EPR de 0HZ-
Mermin de la Sec. 3. 4. 2, téngase en cuenta que en la Sec. 2, 5. 3 hemos hecho una elección de base
distinta a la que se hace allí. La elección de base de la Sec. 2. 5. 3 es la adecuada para que aparezcan sólo
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xl
zxx zzz
Fig. 2. 27. La estrella de Mermin es una estrella de cinco puntas con un operador en
cada intersección de dos rectas. Los cuatro operadores que están en una misma recta son
mutuamente conmutativos, y el producto matricial de los cuatro es la matriz identidad
8 x 8, salvo en la recta horizontal (la que contiene los cuatro operadores no-locales) en
la que el producto es menos la matriz identidad. La notación es:
xl: 6(I) ®¡(2) oP~>
-U
ti: 6<~> ® ¡(2) ® p3)
U
x2: ¡(1) 06<2> ® ¡(3)
z2: fil> 06(2> 0 fi3)
x3: ¡(1) o ¡(2) ® 6<~>
-U








adecuada para conservar la forma habitual del estado de GHZ-Mermin. La relación entre ambas bases es
(Sec. 3. 4. 2—*Sec. 2. 5. 3): x —*z, y —* x, z —* y. De esta manera, el estado de GHZ-Mermin
explícitamente considerado en 3. 4. 2 se obtiene deshaciendo el cambio en uno de los 8 vectores propios
comunes a los cuatro operadores no-locales de esta sección; ver la ec. (4. 43).
xxz xzx
z3 x3
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Nótese que, a diferencia de en la tabla de Peres-Mermin, en la estrella de Merniin
todos los operadores no-locales (los operadores zxx, xxz, xzx, zzz) son mutuamente
conmutativos (con lo cual existe una base de vectores propios comunes a ellos; por el
Vr
contrario, no existe ningún vector propio común a los 5 operadores no-locales, xz, zx,
yy, zz, xx, de la tabla de Peres-Mermin). e’
e’
e’
2.5.4. Generalización a ti partículas de espín 1/2 e’
e”
e’
En [Pagonis-Redhead-Clifton 91] se presenta una generalización de la estrella de
e’




6<’~ 06<2> ®6<~~ e
ex z ¿.(I>06(2) 06<» (2.j =x x 6<1>06(2)062 120) ez z
Pagonis, Redhead, y Clifton ven que una tabla formada por los operadores no- e’
e
locales de (2. 120) y los correspondientes operadores locales (por ejemplo, para la
eprimera fila de (2. 120), 62> ® ¡(2) ® ¡(3> ¡(I>oa(2>o ¡(3> ¡(1)0 ¡(2>06;>) da lugar
a una contradicción si y sólo si se satisfacen las tres condiciones siguientes:
e
(1) La diferencia entre el número de z’s entre dos filas cualquiera es un número par
e(esto asegura que los operadores sean conmutativos dos a dos). e
e(u) Cada columna tiene un número par de x’s y z’s (esto asegura que el producto de e
los operadores no-locales por los correspondientes operadores locales sea la identidad). e
e
(iii) El producto de las componentes de espín de cada columna es menos la identidad e
een un número impar de columnas (esto asegura que el producto de los operadores no-
elocales es menos la identidad). e
e
Llaman contradicción global a aquella en la que al quitar de una sola partícula ya no e
resulta una contradicción (de manera que en una contradicción global todas las partículas e
involucradas lo están de una forma necesaria). e
*
Consideran cuatro ejemplos de contradicción global:
____________________ e
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(a) Para n= 3, 7,11,... la tabla (2. 121) de n+1 operadores no-locales (y sus
correspondientes operadores locales) proporciona una contradicción global.
(2. 121)
(b) Para it impar it >3 la tabla (2. 122) de cuatro operadores no-locales (y sus
correspondientes operadores locales) proporcionauna contradicción global.
(2. 122)
Nótese que en los ejemplos (a) y (b), en el caso ti = 3 se recuperan los resultados de
la sección anterior.
(c) Para it par n>4 la tabla (2. 123) de 6 operadores no-locales (y sus
correspondientes operadores locales) proporciona una contradicción global.
(2. 123)
(d) Para cualquier u =3la tabla (2. 124)
correspondientes operadores locales) proporciona
de 6 operadores no-locales (y sus
una contradicción global.
z xxx x ... X
z xxx x x
x Zi XXX X
xx z xx x
xxx z z z
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En cada una de esas tablas al multiplicar cada operador no-local por sus
correspondientes operadores locales se obtiene la identidad, y el producto de todos los
4’
operadores no-locales da menos la identidad. Un argumento de paridad como el de las
secciones anteriores revela, en cada caso, la contradicción. e’
e’
e’
2.6. Relación entre las demostraciones aditivas y
las multiplicativas e’
e
e2. 6. 1. P-24 a partir de la tabla de Peres-Mermin
e
vamos a ilustrar la relación entre las demostraciones aditivas y las demostraciones
multiplicativas en un caso concreto; veremos cómo Peres obtuvo el conjunto de 24 e
proyectores unidimensionales que nosotros llamamos P-24 [Peres 91], a partir de la
e,
tabla de Peres-Mermin de 9 operadores en dimensión 4 [Peres 90], [Mermin 90 di. En
ela tabla de Peres-Mermin hay 6 conjuntos completos de operadores conmutativos; para
cada uno de ellos existe una base formada por cuatro vectores propios comunes (o
equivalentemente, por cuatro proyectores unidimensionales); la idea es sencilla: puesto
e
que las hipótesis del teorema de BKS impiden asignar valores definidos a los *
operadores, también impedirán asignar valores a los proyectores en que podemos e
descomponer cualquier conjunto completo de los operadores. Es sencillo comprobar que U
la elección explícita de vectores que usamos para implementar P-24 en la Sec. 2. 4. 3 e
e.
está formada precisamente por los vectores propios comunes a cada conjunto completo
de operadores de la tabla de Peres-Mermin de la Sec. 2. 5. 1. Por ejemplo, los vectores e
comunes al conjunto de operadores conmutativos { ¿.5’> ® ¡<2> ¡<1> 0652>, ¿.0> 0652>1 *
son los vectores de la base canónica {~++)=(l, 0, 0, 0), l+—>=(0, 1, 0, 0),
e
—+>=(0, 0,1, 0), I——>=(0, 0, 0,1). En particular, los vectores propios comunes a e
uno de los dos conjuntos completos de operadores que contienen operadores no locales e’
están formados por vectores entangled; por ejemplo, los vectores propios del conjunto e
1 67>0612>, 65’> 0652>, ¿.<~o ¿.(2> } son {~++>±!——>=(l 0 0 +1),
e









89 Cada uno de los vectores entangled representa un estado sobre el que se puede hacer una
e
demostración del teorema de Bell-EPR con una definición recursiva de elementos de realidad corno la que






2. 6. Relacióit entre las demostraciones aditivas y las multiplicativas 115
2. 6. 2. KP-36 a partir de la estrella de Mermin
Aplicando el mismo procedimiento de la sección anterior (para pasar de la tabla de
Peres-Mermin a P-24) a la estrella de Mermin, Kernaghan y Peres ¡Kernaghan-Peres
951 obtuvieron una demostración aditiva con 40 direcciones en dimensión 8 (puesto que
la estrella de Mermin se refiere a estados de espín de un sistema de 3 partículas de espín
1/2). El argumento es igual al anterior: en la estrella de Mermin hay cinco conjuntos
completos de operadores, por tanto cada uno de ellos tendrá una base formada por 8
vectores propios comunes, lo que hacen un total de 40 direcciones. Las 40 direcciones
explícitas de ese conjunto, al que [amaremos KP-40, así como sus relaciones de
ortogonalidad completas se ilustran en la figura 2. 28.
A diferencia de la tabla de Peres-Mermin. la Estrella de Mermin sólo tiene un
conjunto completo de operadores compatibles que contenga más de un operador no-
local, luego de los 40 vectores sólo 8 serán entangled90. Kernaghan y Peres demuestran
además que existe un subeonjunto de KP-40 con 36 direcciones, al que llamaremos KP-
36, que también es no-coloreable. De hecho, hemos comprobado por ordenador que
existen 320 subeonjuntos críticos no-coloreables de KP-40 con 36 direcciones.
Nótese que los subconj untos críticos no-coloreables de 36 vectores de KP-40 son
distintos que los conjuntos críticos de 36 vectores de la Sec. 2. 4. 3 g. Los KP-36
tienen ¡1 óctadas ortogonales y cada dirección pertenece a 2 ó 4 de ellas (con lo que se
puede demostrar la no-coloreabilidad mediante un argumento de paridad), los de la Sec.
2. 4. 3 tenían 81 óctadas y cada dirección pertenece a 18 de ellas (por Jo que también
funciona el argumento de paridad).
90 Cada uno de ellos 8 vectores rcpresenta un estado de 0HZ sobre el que se puede hacer una
demostración del teorema de Bcll-~EPR corno la que veremos en la Sec. 3. 4. 2. De hecho, el estado que
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F¡g. 2. 28. Relaciones de ortogonalidad entre las 40 direcciones de KP-40. Las
direcciones explícitas están en la página siguiente. Por ejemplo, la dirección 1 es
ortogonal a las direcciones 2-8, 33, 36,38,39, 18,19,21,24, etc. (Cada conjunto de 8
direcciones (las direcciones 1-8, 9-16, etc.) está formado por vectores propios comunes
a uno de los cinco conjuntos de operadores conmutativos de la estrella de Mermin. Por
ejemplo, los vectores 1-8 son propios de los operadores zxx, xxz, xzx, zzz; la notación
para los operadores es la de la figura 2. 27. K-40 contiene 25 óctadas ortogonales. Hay
320 subconjuntos críticos no-coloreables de 36 direcciones (por ejemplo, uno se obtiene
prescindiendo de las direcciones 9, 29,36 y 4, y otro eliminando 9, 29, 36 y 24 —estos
son los dos únicos que se obtienen eliminando 9, 29 y 36—). Cada uno de ellos
contiene II óctadas ortogonales y cada dirección aparece en dos ó cuatro de ellas, por lo
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zxx, xxz, xzx, zzz:
2: (1,0,0, 1,0, 1,—l, 0)
3: (1,0,0, 1, 0,—1, 1,0)
4: (0,1, 1, 0,—l, 0,0,1)
5: (1,0, 0,—l, 0, 1, 1,0)
6: (0, I,—I, 0,1,0,0, 1)
7: (0,—l, 1,0, 1,0,0, 1)
8: (—l,0,0,1,0,1,l,0)
zí, z2, z3, zzz:
9: (1,0,0,0,0,0,0,0)
10: (0, 1,0,0,0,0,0,0)
11: (0,0, 1, 0,0,0,0,0)
12: (0, 0, 0,1, 0, 0, 0, 0)
13: (0,0, 0,0, 1, 0,0,0)
14: (0,0,0,0,0, 1,0,0)
15: (0,0,0,0,0,0, 1,0)
16: (0,0, 0, 0,0, 0,0, 1)
xl, z2, x3, xzx:
25: (0,0, l,—l, 0, 0,—1, 1)
26: (0,0, 1, 1,0, 0,—l,—1)
27: (l,—l, 0, 0,—1, 1,0, 0)
28: (1, 1,0, 0,—1,—1, 0,0)
29: (0,0, l,—l, 0,0, l,—1)
30: (0,0,1,1,0,0,1, 1)
32: (1, 1,0,0, 1, 1,0,0)
zí, x2, x3, zxx:
33: (0,0, 0, 0, l,—1,—l, 1)
34: (0,0,0,0, 1, 1,—l,—l)
35: (0,0,0,0, 1,—l, l,—l)
36: (0,0,0,0,1,1,1,1)
37: (l,—1,—1, 1, 0, 0,0, 0)
38: (1, l,—l,——1, 0,0,0,0)
39: (1,—1, 1,—l, 0,0,0, 0)
40: (1, 1, 1, 1,0,0,0,0)
xl, z2, z3, xzz:
17: (1,0,1,0, 1, 0, 1,0)
18: (0, 1,0, 1,0, 1,0,1)
20: (0, 1, 0,—l, 0, 1, 0,—1)
22: (0, 1, 0, 1, 0,—l, 0,—l)
23: (1, 0,—l, 0,—!, 0,1,0)
24: (0, 1, 0,—], 0,—l, 0, 1)
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2. 6. 3. Clasificación de las demostraciones de BKS 4’,
4’
En la tabla 2. 5 figuran, ordenadas alfabéticamente por autores, algunas
demostraciones del teorema de BKS propuestas en la literatura. Cada una está
clasificada de acuerdo a los siguientes criterios:
(1) Dimensionalidad del espacio de Hilbert. e’
u’
(2) Finita (1) o continua (c). Ver la Sec. 2. 3. 5. ‘y
u.
(3) Aditiva (a) o multiplicativa (m). Ver la Sec. 2. 5. 1. u.
es
e(4) Basada en descomposiciones de la identidad del espacio de Hilbert total del
*
sistema o en descomposiciones de la identidad de subespacios del espacio de Hilbert
total; añadiremos (s) en las del segundo tipo. Ver la Sec. 2. 4. 2. h. e’
e
(5) Independiente del estado (i) o dependiente del estado. En el segundo caso la e’
demostración puede ser no-probabilística (d) o probabilística (p) (Ver la Sec. 2. 3. 6). e’
e
(6) Número de operadores. En el caso (i) escribiremos sólo el número de operadores
e
necesarios para la demostración; en el caso (d) escribiremos el número de proposiciones
de partida con valor definido y a continuación el número de operadores (entre ellos e
pondremos un “±“); en el caso (p) escribiremos el número de proposiciones de partida e
con valor definido, el número de operadores, y el número de proposiciones que tienen e
e
que tener valor bien definido en la postselección (y entre ellos sendos “+“).
e
(7) Con (sólo) proyectores de rango uno o con operadores más generales; en el e
segundo caso añadiremos entre corchetes el rango de los proyectores. e
e
(8) Si se propone una interpretación física explícita en términos del estado de espín o
e
de un sistema de it partículas de espín s añadiremos (it x s).
e
Por ejemplo, [Cabello 94]: 3, f, a, d, 1+37, 1 xl, es una demostración en dimensión
3, (f)inita, (a)ditiva, (d)ependiente del estado, con 38 proyectores unidimensionales (en e
la que la contradicción se alcanza asignando un valor panicular a uno de ellos; ver la ‘o
‘oSec. 2. 3. 4) y que se puede interpretar en términos de los estados de espín de una
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[Bechmann Johansen 94]







CK, ver [Peres93], p. 198
[Clifton 93]






















































































































































































Capítulo 3. El teorema de Bell-EPR
“Once upon a time everybody knew why measurements in quantum mechanics don’t
reveal preexisting properties. It was because the act of acquiring know]edge
unavoidably messes up the object being studied (...). In 1935 this state of happy
innocence was forever dispelled by Einstein, who with Boris Podolsky and Nathan
Rosen discovered how to ]earn about an object by messing up only some stuff it left
behind in a faraway place.”
[Mermin 94 a], p. 9.
“What can they [EPR] mean? Do you understand itT’
Bohr a Rosenfeid, 1935, [Wheeler-Zurek83], p. 142.
“Bell’s theorem is the most profound discovery of science.”
[Stapp 75], p. 271.
“We believe this proof [GHZ] makes the case against local realism the strongest it
has been since John Bell’s ground-breaking work over 25 years ago.”
[Clifton-Redhead-Butterfield91 a], p. 181.
“Ihe work of Greenberger, Horne and Zeilinger (GHZ) has opened a new chapter
of the over 60 years oíd discussion on the hidden variables problem.”
[Zukowski 91 a], p. 198.
“How did something this simple and powerful [la demostración de Hardy] go
undiscovered during the 30 years since John Bel] proved bis theorem?”
[Mermin95 a], p. 618.
ti
Vr,
“Many commentators have been troubled by gaps in the EPR argument. The most
significant lacuna is encountered at the place where the simultaneous reality of two
conjugate parameters of the first system is inferred from the possibility of measuring
either of the corresponding parameters of the second system. In general, the relevant
parameters of the second system are themselves conjugate and so cannot be measured
smultaneously.”
e’
e’[Howard 85], p. 174.
e’
e
“Es curiosa (...) la demostración que hacéis de que puede haber tres observables no e
compatibles que, sin embargo dan lugar a elementos de realidad fuertes simultáneos. En
e
mi opinión eso refuerza notablemente el argumento de EPR de que la mecánica cuántica
e
es incompleta, porque libra al argumento de la crítica más importante.” e-
e





































El teorema de Bell-EPR
3. 1. Introducción
Este capítulo esta dividido esencialmente en cuatro partes. En la primera se
reexamina el argumento de Einstein, Podolsky y Rosen (EPR) sobre la “incompletitud”
de la MC. El objetivo es presentar una formulación fiel y completa del argumento y al
mismo tiempo señalar aquellos puntos de la propuesta original que han sido
considerados poco claros o problemáticos: ello es pertinente ya que las contribuciones
originales de este capítulo tienen que ver con estos aspectos. En la segunda parte se
enuncia el teorema de Bell-EPR sobre imposibilidad de variables ocultas locales que da
titulo al capítulo; como demostración del mismo se presentan tres de las formas más
habituales de las desigualdades de Beil, así como una demostración simplificada (sin
desigualdades, pero que exhibe el mismo tipo de contradicción que las demostraciones
anteriores) del teorema de BeIl-EPR debida a Mermin: esta parte se justifica
esencialmente por motivos de completitud. En la tercera parte, la más larga del capítulo,
se introducen las demostraciones algebraicas (también llamadas “sin desigualdades”)
más características del teorema de Bell-EPR: la versión de Mermin, usando tres
partículas de espín 1/2, de la demostración original de Greenberger, lome y Zeilinger
(GHZ), una simplificación con solo dos partículas (y una definición recursiva de
elementos de realidad) propuestapor Peres, y la versión con dos partículas de espín 1/2
de la demostración de Hardy; la relación entre las demostraciones algebraicas del
teorema de Bell-EPR y las demostraciones del teorema de BKS se verá en el capítulo 4.
La última parte del capítulo está dedicada a comprobar que es posible reformular el
argumento de EPR en términos de elementos de realidad inferidos a partir de medidas
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Vr
efectivamente realizadas en el mismo sistema individual (elementos de realidad fuertes); e’
e’además, también es posible demostrar que la MC y los elementos de realidad fuertes son
e’
incompatibles (teorema de Bell-EPR con elementos de realidad fuertes).
e’
Salvo la última parte, las otras tres son esencialmente de revisión más o menos e’-
detallada de resultados conocidos (la revisión del argumento de EPR es particularmente u’








En las siguientes secciones se resume y comenta aquellos pasajes del artículo de e-
EPR [EPR 35] que son esenciales para comprender el argumento. Las sucesivas e-,
e
secciones tratan de: la hipótesis de validez de la MC (Sec. 3. 2. 2), la condición e
necesaria de completitud de una teoría física (See. 3. 2. 3.), la condición suficiente de es
existencia de elementos de realidad (Sec. 3. 2. 4), la diferencia entre separabilidad y es
localidad (Sec. 3. 2. 5), la diferencia entre la interpretación en sentido fuerte y la
einterpretación en sentido débil de la condición de elemento de realidad (Sec. 3. 2. 6), la
e
objeción lógica más importante al argumento de EPR (See. 3. 2. 7), el ejemplo original es
de EPR y su modificación por Bohm (Sec. 3. 2. 8), y, por último, la conclusión de ‘o
incompletitud de la MC (Sec. 3. 2. 9). Las Secs. 3. 2. 6 y 3. 2. 7 preparan el camino e
e
para la reformulación del argumento de EPR con elementos de realidad fuertes que se e
hará en la Sec. 3. 5. 31,
es
e
Sobre la concepción del artículo de EPR hay bastantes oscuridades: por ejemplo Sammer escribe, e
[Jammer 74], p. 185: “Wc do not known precisely what part of the paper is due to each of the three
authors or whether it was written by alí three without “division of labor.” Professor Rosen, when asked
about this point, did not remember the detail but had the impression that the latter was the case. There e-
e
seems, however, to be no doubt that the main idea was due to Einstein. Por in the letter to Epstein [de
e
1945], it will be recalled, Einstein wrote explicitly: “1 myself arrived at Ihe ideas starting from a simple e-
thought-experiment.” [“Ich selber bin auf dic Uberlegungen gekommen, ausgehend von einem cinfachen e-
Gedankenexperiment.”] What was needed to produce the paper was to transíate these ideas into the e
language of quantum mechanics and to illustrate them in terms of a fully calculated example.” Sin e
embargo, en [Fine 89], p. 454, se dice que: “The EPR paper was actually written by Podolsky, e-
‘ofollowing severa! discussions among the three collaborators (see [Fine 86]). We do not know what
‘o
Einstein’s own relation was to the published version, br, unlike other manuscripts in this period, no
e
drafts or typescripts of the original exist in the Einstein Archives [el de EPR fue el segundo articulo
espublicado por Einstein en los Estados Unidos]. Wc do know that immediately after its publication e-
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3. 2. 2. Hipótesis de validez de la MC
No es una hipótesis que aparezca explícitamente en el artículo de EPR2, pero que sí
hay que tenerla en cuenta en cualquier presentación del argumento que pretenda ser
completa. Así, siguiendo a Jammer, [Jammer 74], p. 185, supondremos que:
“smothered” [vershtittet] the central ideas (see [Fine 86]). The two items of Podolsky’s text that are
more often cited in connection with hidden variables never occur subsequently in any of Einstein’
numerous publications relating to the topics of EPR. He never uses the “criterion of reality” (which
posits nondisturbance of a probability-one prediction as a sufficient condition for an observable to have
a value), nor does he makes use of strict correlations between the coupled systems to assign
simultaneous positions and momenta.” La carta de Einstein a Sebródinger (del 19 de junio de 1935),
puede encontrarse en [Howard 85], p. 175, en ella se dice: “1 was very pleased with your detailed letier,
which speaks about the little essay [EPR]. Por reasons of language, this was written by Podolsky after
many discussions. But still it has not come out as well as 1 really wanted; on the contrary, the main
point was, so to speak, buried by erudition.” [“Ich habe mich seher gefreut mit Deinem ausftihrlichen
Briefe, der tiber die kleine Abhandlung handelt. Diese ist aus Sprachgrúnden von Podolsky geschrieben
nach vielen Diskussionen. Es ist aber doch nicht so gut herausgekommen, was ich eigentlich wollte;
sondern die Hauptsache ist sozusagen durch Gelehrsamkeit verschtittet.’!lEn una carta a Popper (del 2 de
septiembre de 1935), reproducida en [Combourieu 92] (en las Pp. 1319-1322 está la carta manuscrita en
alemán, y en las Pp. 1 316-1318 la traducción inglesa), Einstein sí usa el criterio de realidad “de
Podolsky”. Ver también, [Hájek-Bub 92]. Argumentos posteriores de Einstein para probar la
incompletitud de la MC pueden encontrarse en [Einstein 36], [Einstein 48]. Otras referencias sobre
aspectos históricos del artículo EPR son: [Jammer 66] (Apéndice B), [Jammer 74] (Cap. 6), [Fine 86]
(todo un libro sobre Einstein y el realismo), [Sellen 88], [Deltete-Guy 91] (Einstein sobre EPR). En
[Jammer 80] pueden encontrarse fotos de EPR (de 1935) y la reproducción de un artículo del New York
Times del 4 de mayo de 1935 en el que se avanza su artículo. Sobre la postura de Einstein hacia la MC,
véase: [Ballentine 72], [Deltete-Guy 90], [Guy-Deltete 90], [Fine 91]. Muchas de las sentencias más
explícitas sobre la postura de Einstein ante la MC pueden encontrarse en [Born-Einstein 69]. Nathan
Rosen, el último de los autores del artículo EPR con vida, murió el 18 de diciembre de 1995; ver [Peres
96 a], [Rosen 94].
2 Como se desprende de la siguiente cita, EPR no cuestionan la validez de la MC: “It is the second
question [“Is the description given by the theory complete?”, y no la primera: “Ls the theory correct?”]
that we wish lo consider here, as applied to quantum mechanics.” [EPR 35], p, 777.
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3. 2. 3. Condición necesaria de completitud u’
El argumento de EPR es un argumento para probar la “incompletitud” de la MC; e’
*
necesitan pues un criterio para decidir cuando una teoría es “completa”. Según EPR,
“Whatever the meaning assigned to the term complete, the following requirement for a











3. 2. 4. Condición suficiente de elementos de realidad e
es
Esta es la parte clave del artículo. Según EPR, [EPR35], p. 777, “The elements of e
the physical reality cannot be determined by a priori philosophical considerations, but *
must be found by an appeal to results of experiments and measurements. A e
e
comprehensive definition of reality is, however, unnecessary for our purpose. Wc shall e









It seems to us that this criterion, while far from exhausting alí possible ways of e
recognizing a physical reality, at Ieast provides us with one such way, whenever the e
conditions set down in it occur. Regarded not as a necessary, but merely as a sufficient, *
e
condition of reality, this criterion is in agreement with classical as well as quantum-




3 A algunos autores no les parece suficientemente explícita esta condición. Por ejemplo, para W
Hooker, “Ihis argument [el de EPRJ is actually invalid as it stands. To render it valid, we would need, e
esfor example, to strengthen [la condición de completitud] so that it reads: If a theory is complete, then
every element of the physical reality must have a precise/y defined counterpart in the physical theory” e
es
[Hooker 70], p. 857, nota 4. La de EPR y otras dos condiciones de completitud de una teoría física se
e
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Nótese la diferencia entre el concepto general de “variables ocultas” y la
caracterización concreta de “elementos de realidad” que proponen EPR. Las variables
ocultas en su versión “determinista” más habitual se postulan: “a physical quantity has a
pre-existing definuz’e value before a measurement”, [Czachor 94], p. 223]; y detrás de
este postulado está la pretensión de rescatar la idea clásica de realidad. Sin embargo, la
MC es mucho más severa con la “realidad” que la física clásica; es por eso que EPR se
ven en la obligación de ser más finos, y se conforman con un criterio suficiente4.
En las Secs. 3. 2. 5 y 3. 2. 6 se deshacen algunas ambigúedades y se desvelan
algunas sutilezas escondidas en e] enunciado de EPR de la condición suficiente de
elementos de realidad.
‘~ Redhead señala lo siguiente: “Notice that we are not claiming that alt etements of reality have
predictable values—a thesis of determinism—only that, if it is predictable, then there must exist an
element of reality to explain this possibility.” [Redhead 87], p. 72.
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4’
3. 2. 5. Separabilidad y localidad
Vr-
4’¿Qué significa “sin perturbar en modo alguno e] sistema”?. Para asegurarse que el
sistema no es perturbado de ninguna manera, se suele suponer que no existe posibilidad 9,
de conexión causal entre “el sistema” y las posibles fuentes de “perturbación”. Para eso 9-
lo habitual es considerar que el sistema está separado de las posibles fuentes de u.
9-perturbación (que suelen ser otros sistemas sobre los que se hacen mediciones) por
intervalos de género-espacio5. Es común también en la literatura advertir que detrás de
esta explicación de lo que significa “sin perturbar...” hay dos hipótesis diferentes: e-












El que EPR mezclen la localidad, y la separabilidad, con el criterio de realidad,
oscurece la estructura lógica del argumento de incompletitud6. Sobre esto se sigue *
e
hablando en la próxima sección. e,
e
‘o
~ Esto es lo que entenderemos cuando digamos que dos sistemas están “espacialmente separados .
Esta condición suficiente (también) para asegurar que se cumple el requisito de “sin perturbar en modo
alguno al sistema” está de acuerdo con la observación de EPR de que si “since at the time of ‘o
measurement the two systems no longer interact, no real change can take place in the second system in e
consequence of anything that may be done to the first system.” [EPR 35], p. 779, y también con una ‘o
observación posterior de Einstein según la cual, al considerar dos sistemas S~ y ~2’ “~ -. the real factual U
situation of the system ~2 is independent of what is done with the system ~ which is spatially es
separated from the former.” [“... Ocr reale Sachverhalt (Zustand)des Systems S, ist unabhiingig davon, U
e
was mit dem von ihm ráumlich getrennten System ~1 vorgenommen wird.’] [Einstein 49], Vol. 1, p.
e
85 [84]. e
6 Howard, [Howard 85], p. 173, dice que “There is no necessary connection between the two e
principles [separabilidad y localidad], though they are frequently stated as it they were one. Some ‘o
theories conform to both principIes, general relativity being an example of such a separable, local U
theory. Other theories conform to just one or the other. Quantum mechanics is, on my interpretation, a e
non-separable, local theory [véase la misma conclusión en [García Alcaine-Álvarez 87]]. Examples of ‘o
e
the opposite sort, namely, of separable, non-local theories, are to be found among the non-local hidden-
e
variable theories [en mi opinión la teoría de Bohm es de este tipo].” Sobre si Einstein distinguía o no
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3. 2. 6. Elementos de realidad en sentido fuerte y débil
¿Qué significa “podemos predecir”?. Como se señala con frecuencia en la literatura
la expresión “podemos predecir” en el criterio de elemento de realidad es ambigua,
porque se puede entender en dos sentidos, por ejemplo, siguiendo a Greenberger,
Horne, Shimony y Zeilinger (GHSZ), [GHSZ 90], p. 1142, nota ío~:
maintain that a sharp distinction like Howard’s cannot be found in Einstein’s writings, even in [Einstein
48], which gives the clearest definition of his understanding of these concepts. Clearly, in my opinion,
Einstein considers that nonseparability and nonlocality are one and the same concept.” Otra discusión
paralela es la de qué entendía Einstein por localidad y cuantos tipos de “localidades” hay, por ejemplo
[Fine 89], p. 455: “... the locality condition proposed by Einstein requires that influences on the
hypothetieal “real states” be local. It does not require local influences on the outcomes of measurement
of the quantum observables. That is Bell’s condition of locality. Hence if that condition were implicated
in the violation of the Belí inequalities, it would not necessarily invalidate Einstein’s locality, which
stands or falís only with the new physics of which it was to be an ingredient.” Esta distinción (un tanto
filosófica) entre la localidad “de Belí” y la localidad “de Einstein” (con definiciones no siempre
coincidentes) es común en la literatura. Como ejemplo de lo fino que se puede llegar a ser en estas
discusiones, en [Redhead 87] se distinguen hasta 8 acepciones diferentes del término “localidad”.
~Las cuatro opiniones siguientes: (i) Hay una ambigúedad en la expresión “podemos predecir”, (u)
Hay dos posibles interpretaciones: la fuerte (a veces llamada restringida) y la débil (a veces llamada
amplia), (iii) EPR emplean la débil, (iv) Si no empleasen la interpretación débil su argumento no
funcionada; se presentan explícitamente en: [Clauser-Shimony 78], p. 1885 (también reproducida en
[Stapp 91], p. 12); [GHSZ 90), p. 1142, nota 10; [d’Espagnat 93], Pp. 142-143; [Shimony 93], p. 187.
En [Clauser-Shimony 78] y [Stapp 91] se habla de “broad” frente a “narrow”, mientras que en [Hájek-
Bub 92], [GHSZ 90], Ld’Espagnat 93] y [Shimony 93], se habla de “weak” frente a “strong”: hemos
elegido esta segunda notación. Hay muy pocas dudas sobre cuál era la salida que Einstein (no EPR)
hubiese dado a la ambigíledad, como queda claro, en el siguiente extracto de [Einstein 48] (tomado de la
versión en inglés de [Born-Einstein 69], p. 172): “the complete measurement on S represents a
physical operarion whicb only affects part R of space. Such an operation, however, can have no direct
influence on the physical reality in a remote part R2 of space. It follows that every statement about S~
which we arrive at as a result of a complete measurement of 5, has to be valid for the system ~2’ even
if no measurement whatsoever is carried out on ~ This would mean that alí statements whicb can be
deduced from the settlement of y, or y, [dos funciones de onda diferentes adscribibles a 5, dependiendo
de qué se elija medir sobre SI must simultaneously be valid br 5,.”
hundfk* má14 tbe-pMkt~on’t





Hay acuerdo en que “EPR assume the weak sense, and indeed unless they did so
they could not argue that an element ofphysical reality exists for alí components of 5pm e’
u.
[en la variante de Bohm del argumento de EPR8j¡, those which could have heen e-,
measured as well as tite otte ti-rut actually was measured.”[GHSZ 901. También hay u.
unanimidad en que “The EPR argument goes through only if “can predict” is understood u.
es
in the weak sense.” [Shimony93], “If the narrow sense [el sentido fuerte] is accepted, e-
then the argument of EPR clearly does not go through, since the experimental
arrangements for measuring the position and momentum ofa particle are incompatible.” ti
es[Clauser-Shimony 78]. Hay pues una clara coincidencia sobre en qué sentido ha de
e-deshacerse la ambiguedad. Por ejemplo, d’Espagnat [d’Espagnat 931 dice: “... if we
want to be quite explicit on this point and remove the aboye said ambiguity we must e,













De hecho, los propios EPR al final de su artículo dicen: “One could object this
conclusion [la incompletitud de la MC, ver la Sec. 3. 2. 9] on the grounds that our e-
criterion of reality is not sufficiently restrictive. Indeed, one would not arrive at our es
conclusion if one insisted that two or more physical quantities can be regarded as *
‘o
simultaneous elements of reality only when they can he simultaneously measured or e-
predicted. On this point of view, since either one or the other, but not both ‘o
simultaneously, of the quantities P and Q can be predicted, they are not simultaneously e-
U
rea]. This makes the reality of P and Q depend upon the process of measurement carried
mc
es
8 Esta cita hace referencia al ejemplo de Bohm para ilustrar el argumento de EPR (dos partículas de es
u.
espín 1/2 preparadas en el estado singlete), la siguiente cita se refiere al ejemplo original del artículo de
e-EPR (dos partículas en un estado en el que la posición relativa y el rnomento total tienen valores es
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out on the first system, which does not disturb the second system in any way. No
reasonable definition of reality could be expected to permit this.” ¡EPR 35j, p. 780~.
En la próxima sección nos ocuparemos con mayor profundidad en las consecuencias
que tiene el adoptar laversión débil de elemento de realidad1 0•
3. 2. 7. La laguna más significativa
Esta sección se ocupa de consignar la objeción lógica más importante del argumento
de EPR; veremos de dónde sale y cómo se podría eludir.
A menudo se ha señalado que en el argumento de EPR existe un “problema”: “There
is the problem that one cannot make both measurements ¡la de la posición y la del
momento de una de las partículasJ, and hence both predictions [la posición o el
momento de la otra partículal, simultaneously.” [Hájek-Bub 921, p. 318. Dicho de otra
manera el “problema” es que EPR no tienen reparo en suponer la existencia conjunta
(“simultánea”) en el mismo sistema individual de elementos de realidad que
corresponden a dos observables incompatibles A y B basándose sólo de la pavihilidad
de, después de medir A’ o B’ (siendo A’ y 8’ también observables mutuamente
incompatibles) sobre otro sistema espacialmente separado, inferir (respectivamente) los
~ Para Pais. IFais 821, p. 456 (p. 457 en la edición en castellano), ‘1’he only part of this article that
will ultimately survive (•..) is ibis lasí phrase “No reasonable definition of realíty could be expected to
permil this”l, which so poignantly summarizes Einstein’s views on quantum mechanics.
lO Hay muchos otras matizaciones posibles (pero dc menos relevancia para este trabajo) en la
condición suficiente de EPR para caracterizar elementos de realidad. Por ejemplo: ¿Qué significa
“predecir con certeza”? Una predicción “concerteza (j.c. con probabilidad igual a la unidad)” solo es
posible después de infinitas repeticiones del mismo experimento. Como el número de repeticiones
posibles en un experimento real es necesariamente finito, se debe entender “con certeza” como “con
probabilidad tan próxima a la unidad como se desee”; como sc hace, por ejemplo, en ¡Redhead 871, p.
72. En ¡Eberhard-Rosselet 951, p. 101, se propone modificar el criterio para que cubra cantidades que
pueden ser predichas con cad certeza Sobre las diversas interpretaciones dcl término “probabilidad” en
relacion C<)fl la MC, véase [Ballentine 90], Sec. 1. 5. Una definición adecuada para nuestros proposítos
del término “predicción” es la que se da en lPitowsky 911, p. 137: “A prediction is a statement ol the
lorm: “lf a future expcriment E is conducted on a system 8 thc result will be a”. What makes the
prediction valid is [he fact thai ib E is conducted (without intervening or interfering mcasurements) the
result will indeed be a Note, however, that E may never be conducied, or thai sorne other experiment E’
may be perlbrmed instead. This does no! retida dic prediction invalid. It sirnply ¡nakes it unleslahle.”
Otra fuente de posibles matizaciones tiene que ver con la pregunta ¿En qué momento podemos asegurar
que existe un elemento de realidadydesde cuando existía?; como señala ¡Redhead 871, p. 78, el criterio
de EPR tampoco es explícito sobre este punto.
132 Capítulo 3. El teorema de Beli-EPR
valores concretos de A y fi. Esta ha sido la objeción por excelencia al argumento de
EPR, como queda particularmente claro en la siguiente cita, [Howard851, pp. 174-175:
e’;
“Many commentators have been troubled by gaps in the EPR argument. The most
94*
significant lacuna is encountered at the place where the simultaneous reality of two
conjugate parameters of the first system is inferred from the possibility of measunng
either of the corresponding parameters of the second system. In general, the relevant
parameters of the second system are themselves conjugate and so cannot be measured ‘o
e-
simultaneously. Additional assumptions are therefore required to license the inference
from the possibility of measuring either parameter of the second system, to the actual e-
simultaneotís reality ofboth conjugate parameters of the first.
One way to repair the defect isjust to assume that alí physical systems at al! times U
e,
possess definite, observer-independent properties which are revealed to tis by
observation, including the kind of indirect observations which he at the heart ofthe EPR e
Gedankenexperiment ¡Essentially the same prosthesis is recommended in ¡Clauser- ‘o
Shiniony 78jj. But this common maneuver is objectionable on two counts. First, it e
‘o
reduces the EPR argument to a petitioprincipil. The aim of the EPR argument is to e,
prove, via the reality criterion, the exktence of elements of physical reality not e
represented in quantum mechanies, and thereby to prove quantum mechanies U
incomplete. However, the suggestion under consideration is that we simply as-sume the e
e
existence of these (aud many olber) elements of physical reality. Second, and more
importantly, this proposal naively and tacitly presupposes that we know what counts as e




Concretamente, estas ‘suposiciones adicionales” de las que habla Howard, toman en
ela literatura el nombre de “definitud contrafactual”. Por tal entenderemos, siguiendo a e
Ballentine, [Ballentine 90], p. 453: 0
e
“Counterfactual definiteness. This term (abbreviated CFD) is used to describe the e
characterof statements about “what would have occurred” in a measurement that we e,
e
could have performed, but did not actually perform. CFD occurs in the EPR argument e
when they assert that if we had measured the position of particle 1 we could have e
learned the positions x, of particle 2, and if we had measured the momentum of particle O
1 we coníd have learned the momentum p. of particle 2. Although only one of these U
e
measurements can actually be carried out in a single case, the conclusion that botli e
values x, and p., are well defined in nature is an instance of CFD.”1 ‘o
e
~ Ballenline y otros autores discrepan de la opinion previamente citada de l-loward acerca del
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En nuestra opinión, esta (necesaria) hipótesis de definitud contrafactual traiciona el
propósito expresado por EPR al principio de su artículo de que: “The elements of the
physical reality cannot be determined by a priori philosophical considerations, but must
be found by an appeal to results of experiments and measurements.”, y cuestiona
también la aparente inocencia del criterio de elemento de realidad12.
¿Cómo se pueden minimizar esos aspectos controvertibles?. Bastaría tomar el
criterio de EPR en sentido fuerte o restringido13 (cosa que, según algunos autores,
incluso Bohr había aceptado14). Pero entonces, como antes se ha señalado, ni el
ejemplo explícito que usan EPR en su artículo, ni la versión de Bohm del mismo,
permiten rehacer un argumento de incompletitud. De hecho, incluso EPR parecen ser de
la opinión de que la conclusión de su argumento depende esencialmente de la adopción
de la versión débil elementos de realidad (“One could object to this conclusion on the
deduce it from loca/Uy and sorne results taken from quantum mechanics.” Otra cita en el mismo
sentido, [Stapp 91], p. 12: “Re key move in the EPR argument is precisely the resolution of the
ambiguity in the phrase “can predict.” It is, in fact, the narrow sense [el sentido fuerte, definido en la
Sec. 3. 2. 6] that must be used initially, since it is only if one can actual/y predict the value with
certainty that ihe claim that this value has physical reality carnes any conviction. However, the key
move of EPR is then to point out that since the choice made in A cannot disturb in any way whether or
not something is real in B, the two realities must both exist simultaneously. Thus EPR deduce from
loca/ity the applicability of the broad sense of “can predict”.”
12 Una lectura aislada del criterio de elemento de realidad pudiera sugerir que el sentido fuerte del
enunciado era el pretendido por EPR. La forma en que [EPR 35] lo aplican revela que esto no es así.
Dada la ambiguedad en el enunciado, hay que ser especialmente cauto ante afirmaciones como la de que
el argumento de EPR es tan “sorprendente” debido a la propia “inocencia” de la condición suficiente; por
ejemplo, [Mermin 90 e], p. 177.
13 También puede haber un cierto tipo de contrafactualidad en los elementos de realidad en sentido
fuerte, cuando en un sistema individual asignamos un elemento de realidad a una propiedad predecible
con certeza, stn verificarla. Pero en este caso, la contrafactualidad se referiría a la falta de
comprobación, y no a la ausencia de datos necesarios para predecir el valor concreto del elemento de
realidad, corno en la definición previamente citada de Ballentine, para la que reservaremos el nombre de
CFD. Véase en la nota 10 el comentario de Pitowsky sobre cómo la no comprobación de una predicción
no invalida ésta.
14 Hay autores que piensan que Bohr habría aceptado la interpretación fuerte del criterio de EPR. La
cita más explícita en este sentido es [GHSZ 90], p. 1142, nota ID: “Bohr’s famous answer to EPR
[Bohr 351 can be read as a challenge Lo EPR on ibis point, maintaining thai tbe realiiy assuínption [el
criterio de existencia de elementos de realidad] is correet only if the strong sense of “can predict” is
used.” Esto es difícil de decidir, en parte porque, como se señala en [Stapp 85], p. 307: “Most of Bohr’s
reply was not directed at the EPR argument itself.” Para un análisis más amplio sobre la postura de
Bohr véase Istapp 85], Pp. 307-308, [Stapp 91], p. 8, [Bohm-Hiley 931, Pp. 136-137. Un análisis
crítico de la respuesta de Bohr a EPR es [Ko
9 81] (ver también [Ko9 80, 82]).
u’
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grounds that our criterion of reality is not sufficiently restrictive. Indeed, one would not
arrive at our conclusion if one insisted that , citada en la Sec. 3. 2. 6). En la Sec. 3.
5. 2, veremos que se puede rehacer un argumento de incompletitud completamente
similar al de EPR pero usando la versión fuerte del criterio de elementos de realidad.
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3. 2. 8. Ejemplos: EPR y Bohm
Terminemos el razonamiento. EPR basan su argumento en un ejemplo concreto; un
resumen del mismo, adecuadamente conciso y fiel para nuestros propósitos, es el de
[Ballentine 90], p. 438:
15 En [EPR 35] se propone un ejemplo de un estado con estas características, ver lambién [Jammer
74], Pp. 182-184, pero que es no-nonnalizable; reciéntemente se ha hecho un cálculo explícito, en
términos de operadores de creación y destrucción, de una base de vectores propios comunes
(normalizados) de los operadores posición relativa Q~ —Q, y momento total k + k de un sistema de dos
partículas, [Hong-yi-Klauder 94]. En [Hong-yi-Xiong 95] se calculan los vectores propios comunes de
los operadores posición del centro de masa gQ1 +p,Q, y momento relativo g,fl—pJ~ siendo
fi- = rn. -4- m,) la masa reducida de la partícula i.
16 En [De la Torre 94] se presenta un ejemplo particularmente simétrico al ejemplo original de
EPR, pero usando una sola partícula que se mueve en el plano x-y. El argumento se basa en que los
operadores correspondientes a — q~ y p~ + p4 conmutan. A cambio de usar una sola partícula, la
versión de de la Torre necesita un criterio para caracterizar elementos de realidad construido sobre la
“E~ tlmn constdtte4 asyst~m ót ‘cdiii a Ézáte in whicjh Ibe
~ -; ~tñq ¡he ~iti’ ~bá~ tála& (Wc ~añ
readiW vehfy tlntt thc ape-ra¡ors fo? t~. ax’id so suoh an-
ter
ei~ws¡aÉe ernist’O Aftt?;¡b - pttklet wc pan-
lnteraCUfit& N¡~VÚ~*~ ¡be
- pr>odkt wíth ceitai»ty he -parúcie páfial
separated ftó±ñte first ánd tete is théÚi~ tet taspardv1~1 @s IM distirbp~rtic ó ¡be criledón abate, tile
posl¡iottafpattkle 1ru~¡be an< vtly~Wt ~ot214mea~¡,rethc
¡no 1c4tUtVfp~tble 1 ao4-ps’edict v¿ tE
2. Wc tlkre~foie inter thattbc ah - ao-eL~nst of rettty. Uy
hy~*tk~is, thetei&flÚiUt~frtda 1 lts;so siy iÉeasutenjent ca
parti9fr 1 shó~Sld hayo fl(~ ~hyMta1ti It WOIIbL be’yttas¡
unttt$Ofl4bkfotthcreaJ~t3t0ftht~ttt dÉp0ndatt operatknis taí do
rnn ffisnarb it it aay way4herefcreE . ~aLbs siniation~ te values of
botb te- ~wo~flio»x~ muí ¡he momentul áneaÉeptej cleincúis of reality.
Siaet th~erospÓaditx~ ~pcnxoÉshas ~tóMhfl cLoald dÉ~ctfbe
sba4 vu1~*eu4orbeth Óf’te ~flj~ ~4t descflptiÓt~ ‘oÉ
physiculreallty thatrnIrovid~dbyd -~tat~wectot IS not con~pfrt4
in tfr sense 44~á*4aboye
hipótesis de no-contextualidad en lugar de uno construido sobre las hipótesis de separabilidad y localidad.
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Nótese que el razonamiento de EPR no es que puesto que sobre la partícula 2
e’podemos predecir con certeza p2 y simultáneamente podemos medir x2, ambos son
e’
elementos de realidad. En su razonamiento se es elemento de realidad si se es predecible e-
con certeza: el hecho de que al medir la posción de la partícula 2 se encuentre un valor u.-
no confiere a dicho resultado ir2 el carácter de elemento de realidad; sí se lo confiere e’
e’en cambio, el hecho de que se pueda predecir su valor tras una medida de x~. En
tipanicular, en el argumento de EPR no es necesario suponerque el valor obtenido en una
medición “revela” un elemento de realidad preexistente
17. u.
ti
El ejemplo de EPR, con variables continuas (posición y momento), presenta ti
dificultades teóricas (ver la nota 15) y experimentales18. En [Bohm 51], p. 614 y U’
es
siguientes, se propone una versión “considerably easier to treat mathematically” del
U’
ejemplo de EPR. El ejemplo de Bohm usa dos partículas de espín 1/2 preparadas




17 De todas formas, EPR no son absolutamente claros sobre este punto, ya que en la frase “... one ‘o
es
would not arrive at our conclusion if one insisted that two or more physical quantities can be regarded as
es
simultaneous elements of reality only when they can be simultaneously measured or predicted”,
aparentemente ponen en pie de igualdad “medir” y “predecir”. Pese a esta frase, creemos que la e,
interpretación correcta del criterio es la que se obtiene usando sólo las predicciones. El motivo e
fundamental es que en una medición sobre un sistema individual no se puede saber si el valor obtenido es
es el único que era posible, o solamente uno entre varios posibles, seleccionado qizás por una t
interacción entre el sistema y el aparato de medida. Suponer que la medición “revela” un valor
preexistente en el sistema individual es una petición de principio (acorde con la idea de variables ocultas U
U
deterministas) de las que el argumento de EPR intenta precisamente evitar.
u18 Las primeras discusiones sobre posibles tests experimentales del argumento de EPR usando
fotones correlacionados en polarizaciones son [Bohm-Aharonov 57, 60], [Peres-Singer 60]. Una de las
cosas que se querían comprobar es la hipótesis de [Furry 36 a, b] dc que las correlaciones se perderían al *
estar las partículas espacialmente separadas; [Bohm-Aharonov 57], p. 1071, “In fact, Einstein has Un a U
private communication) actually proposed such an idea; namely, that the current formulation of the
many-body problem in quantum meclxanics may break down when particles are far enough apart.” Ver
e
también [Schródinger 35 a, b, 36].
es
19 Un singlete de dos partículas de espín 1/2 puede obtenerse en la desintegración espontánea de un
u
sistema con J = O en dos partículas de espín 1/2 con momento angular relativo nulo. Ejemplos de esie
tipo de desintegraciones son la desintegración del pión cero en un par electrón-positrón.
e
<1 + —ir —4e 4-e, (3.a) e
es
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sobre las que se pueden medir, en regiones espacialmente separadas, sendas
componentes de espín que, en el estado (3. 1), están correlacionadas en cualquier
dirección. El argumento es paralelo al de EPR pero usando componentes del espín de
cada partícula, en lugar de posición y momento.
3. 2. 9. La conclusión de EPR
Las alternativas a las que se enfrentan EPR al principio de su artículo son: “(1) tI-te
quantum mechanical description of reality given hy the wave function is not
complete or (2) when the operators corresponding to two physical quantities do not
commute Éhe two quantities cannol boye simultaneous reo/Uy.” [EPR 35], p. 778.
Al final del articulo dicen: “Starting then with the assumption that the wave function
does give a complete description of the physical reality, we arrived at the conclusion that
two physical quantities, with noncommuting operators, can have simultaneous reality.
Thus the negation of (1) leads to the negation ofthe only other alternative (2)20.
Y concluyen diciendo: “we left open the question of whether or not such a
description exists. We believe, however, that such theory is possible.” [EPR 35], p.
780.
Desafortunadamente estas desintegraciones son muy raras (la primera tiene un “branchíng ratio” de
(7, 5±2,0) x íot [Particle Data Group 94], p. 1449, y la segunda de (5,7±0, 8) x 10% [Particle
Data Group 94], p. 1451). Según [Sakurai 94], p. 224, en un contexto más realista se pueden obtener
singletes en el scattering de protones a bajas energías cinéticas. En ese caso, el principio de exclusión de
Pauli [Pauli 26] hace que los protones que interaccionan estén en el estado ‘S0 (momento angular orbital
0, estado singlete de espín); además los estados de espín de los protones tras el scattering se mantienen
correlacionados incluso cuando se encuentran separados por una distancia macroscópica.
20(1) y (2) son a/ternativas por la condición necesaria de completitud de una teoría física (Sec. 3.
2. 3) y por la condición suficiente de elementos de realidad (Sec. 3. 2. 4); la negación de (1) es la
hipótesis de partida: suponer que “la descripción mecanocuántica... es completa”. La negación de (2) es
el resultado del argumento: “dos cantidades físicas con operadores no-conmutativos pueden tener
simultáneamente realidad física”.
Wett~fl4~ocúxEkd~ tb~t %4~ l”’@1 ckscripúon ofsplúskal
re4~ty s hy ~sve ft¡w±thónsis ni*cóÉ¡$ttá V
es
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Es habitual la opinión de que el interés del artículo de EPR estriba no sólo en señalar
un conflicto entre la MC y ciertas concepciones absolutamente “razonables” sobre la
realidad, sino en sugerir además un programa para completar la MC. En ese sentido, el
teorema de Bell-EPR, que veremos a continuación, muestra la incompatibilidad entre ese
programa y la MC2i.
21 Para, Pais, autor de la quizá mejor biografía científica de Einstein [Pais 82], “The conclusion [del
artículo de EPR] has not affected subsequents developrnents in physics and it is doubtful that it ever
will,” [Pais 82], p. 456 (p. 457 de la edición en castellano). Sin embargo, es indudable que este artículo
ha sido el detonante de cientos de trabajos teóricos y experimentales en física en los últimos 60 años; de








F¡g. 3. 1. Evolución entre 1945 y 1994 del número de menciones anuales en el
Science Citation Índex a las tres publicaciones más citadas de Einstein: en negro, las
citas a [EPR 35], en gris oscuro las citas a [Einstein 06]: la tesis doctoral de Einstein, en
la que describía un nuevo método teórico para determinar radios moleculares y el
número de Avogadro (ver [Pais 82], Sec. 5c), y en gris claro las citas a [Einstein 05]: el
primer artículo de Einstein sobre el movimiento browniano (ver [Pais 82], Sec. 5d).
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3. 3. El teorema de Bell-EPR
3. 3. 1. Enunciado del teorema
John Bell22 dio la vuelta al argumento de EPR y demostró en [Belí 64] que: “In a
theory in which parameters are added to quantum mechanics to determine the results of
individual measurements, without changing the statistical predictions, there must be a
mechanism whereby the setting of one measuring device can influence the reading of
another instrument, however remote. Moreover, the signal involved must propagate
instantaneously, so that such a theory could not be Lorentz invariant.”, [Belí 64], p.
199.
Dicho de otra manera, Belí descubrió que, en ciertos casos, las predicciones
estadísticas de la MC y las de una teoría de variables ocultas locales son inconsistentes.
Llamaremos “teorema de Bell-EPR” a aquél que señalala imposibilidad de construir una
teoría de variables ocultas locales compatible con todas las predicciones de la MC.
Entenderemos por localidad la definición de la Sec. 3. 2. 5. El significado preciso del
enunciado del teorema de Belí dependerá en cada caso de a qué tipo de variables ocultas
locales nos estemos refiriendo. En general, en este trabajo sólo consideraremos
variables ocultas deterministas (aquellas en las que el resultado concreto de un
experimento en un sistema individual está predeterminado), en la creencia de que la
mayor parte de los resultados pueden extenderse a tipos más generales de variables
ocultas.
La demostración de Belí procede de la siguiente manera: (i) Sobre el ejemplo de
Bohm del argumento EPR, considera una teoría de variables ocultas que satisface los
requisitos de EPR. (u) Para una teoría de este tipo, deriva unas desigualdades entre las
funciones de correlación de experimentos alternativos (realizados sobre distintos
subconjuntos de sistemas preparados en el mismo estado cuántico). (iii) Hace la
hipótesis de que esas funciones de correlación se corresponden con los valores medios
calculados con la MC. (iv) Muestra que al sustituir esos valores esperados cuánticos en
la desigualdad obtenida en (u), la correspondiente desigualdad, en ciertos casos, se
viola.
22 La mayor parte de los artículos de Belí sobre fundamentos de MC se recogen en [BeIl 87] (y los
mismos y dos más en [BeIl 95]). Sobre aspectos históricos que rodearon la génesis de las desigualdades
de Belí, véase [Jammer 74] (p. 302 y siguientes); ver también [Jammer 90, 93]. Una entrevista con Belí
pueden encontrarse en [Davies-Brown 86]; en [Bernstein 89] hay un capítulo basado en entrevistas con
Belí.
e»
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La demostración de [Belí 64] es la primera de una larga cadena de desigualdades
propuestas en la literatura, y conocidas bajo el nombre genérico de desigualdades de
Beil. Estas desigualdades han venido desempeñando un doble papel en física:
94
(a) Inicialmente surgieron como un estudio teórico de las consecuencias que tendrían
las hipótesis de EPR y, durante años, fueron la forma más habitual de hacer una u.
demostración teórica del teorema de Bell-EPR23. e-e-
u.(b) A diferencia del argumento de EPR (que se basa en el supuesto teórico de que se
e-
puede predecir con certeza un resultado, y que se puede formular para un sistema *
individual), las desigualdades de Belí involucran magnitudes estadísticas, lo cual hace u
más factible su traducción a experimentos reales (en los que difícilmente se logra esa es
es
condición de predictibilidad con certeza). Así, en desarrollos posteriores, las
U
desigualdades de Belí se fueron adaptando al propósito de hacer una verificación e»
experimental del teorema de Bell-EPR. *
es
Nuevas demostraciones simplificadas han desplazado a las desigualdades de Belí de es
su papel (a). Veremos algunas de ellas en las Secs. 3. 3. 5 y 3. 4. Sin embargo ninguna u’
ede estas demostraciones alternativas ha conseguido todavía desplazar a las desigualdades
de Belí de su papel (b). Por esto, y aunque no hemos realizado aportaciones originales e»
en este tema, en las Sees. 3. 3. 2 a 3. 3. 4 empezaremos mostrando algunas de las U




3. 3. 2. Las desigualdades originales de Belí u’
*
Considérese la versión de Bohm del ejemplo de EPR: un par de partículas de espín es
1/2 creadas de algún modo en el estado singlete de espín (3. 1). Supongamos que las u’
esdos partículas se mueven libremente en direcciones diferentes, hacia sendos aparatos de
UStern-Gerlach situados en regiones separadas por un intervalo de género-espacio. En es
todo momento supondremos que la parte espacial del estado no afecta al argumento25. es
e
U
23 Porque, como recuerda Santos, “[El teorema de Bell-EPR] is a mathematical statement which, as e»
such, does not require any real experiment tobe proved or disproved” [Santos 95], p. 1. e
24 Dada la ingente literatura sobre este tema, nuestra selección de referencias no pretende ser e
exhaustiva. Como fuentes de bibliografía adicional pueden consultarse: [Iammer 741, llPipkin 781,
[Clauser-Shimony 78], [Selleri-Tarozzi 81], [Wheeler-Zurek 83], [Ballentine 87], [Sellen 88, 90], U
[Home-Selleri 91]. U
e25 Un estudio detallado de la parte espacial de la función de onda para el ejemplo de Bohm puede
es
encontrarse en [Santos 95]. En este trabajo se afirma que: “(1) the standard proofs of Wells theorem are
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Los Stern-Gerlach miden una componente del espín de cada partícula. Denotaremos por
aS> la componente según el vector unitario a del espín de la primera partícula
(multiplicada por 21k), y por a2> la componente según el vector unitario b del espín de
la segunda partícula. Los resultados de esas medidas son siempre +1 ó —1.
Si se mide &~> sobre el estado singlete y se obtiene el resultado + 1 (—1), entonces,
según la MC, la medida de u~2> debe dar el valor —l (+1). Como es posible predecir con
certeza el resultado de ~~2> a partir del resultado de la medición de as’> (y viceversa), y
como además las partículas están espacialmente separadas, concluimos que el valor de
a12> (de ah>) es un elemento de realidad (en sentido débil) de acuerdo con el criterio de
EPR. En el singlete esto ocurre cualquiera que sea a; por tanto, todas las componentes
de espín de cadauna de las dos partículas son elementos de realidad (débiles).
Introduzcamos la siguiente notación: v(ui>, 2) indica el valor (+1 ó —1) que tendría
el resultado de la medición de as’> sobre la partícula 1; análogamente, v(a,7, 2) indica
el valor del resultado de medir U,?> sobre la partícula 2. Supondremos que para cada
componente de espín, esos valores están determinados por las variables ocultas del
sistema, a las que denotaremos colectivamente por 1. La localidad requiere que
v(aLi>, 2) no dependa de qué se mida sobre la segunda partícula, ni que v(a~2>, 1)
dependa de qué se mida sobre la primerapartícula.
Supondremos que las variables ocultas tienen una distribución de probabilidad p(2)
que satisface la siguiente condición de normalización:
I pGaOdÁ =1. (3. 2)
En todo lo que sigue, nos fijaremos sólo en las funciones de correlación entre los
resultados de mediciones sobre las dos partículas. Para elecciones fijas de a1> y al2> la
función de correlación se define como
C(ojí>, a~2>) :=f v(oj’>, .X)v(02>, 20p(2»)dA. (3. 3)
relativistic quantum mechanies some 5pm singlet states are able to violate a Belí inequality, but not all
such states do so, (3) EPRE [EPR-Hohm] experiments are extremely difficult due to several constraints
Ip. 2] (...) but no fundamental difficulty exists [p. 6].” En [Ben-Aryeh 93], p. 317, se dice: “Locality is
not violated for the singlet state. (...) Due lo superselection rules the singlet spin siate is entangled with
spatial spherical wave functions. Belí inequalities are violated only for subensembles which are not pure
states.” La mayoríade los autores supone, sin embargo, que la parte espacial de la función de ondas no
afectaesencialmente al argumento.
*u.
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Sea a~> una medición alternativa sobre la partícula 2. En general, las medidas of>
(2>y a11 no pueden hacerse simultáneamente sobre un mismo sistema individual, pero sí
se puede hacer cada una de ellas sobre un subeonjunto distinto de sistemas
idénticamente preparados. En ese contexto tiene sentido considerar la diferencia entre e
dos funciones de correlación, u.
e’
—J [V(Q’, tv(a~2>, Aj)~v(oQi>, tv(aV>, 1a3]pGaúdA (3. 4) .4.r r~~i-~ u.
e»
Como hemos dicho, en el estado singlete al medir la misma componente en ambas
partículas se obtienen siempre resultados opuestos, por tanto,
e»
v(a2>, 2) =~v(a~i>, 2), v(a§>,1) =~~v(a~i>, 2), (3. 5) e»U
lo que permite escribir (3. 4) corno u’
e»
C(a~í>, a(2>)~C(a(]) u2>) es
=—J [v(aj, >Óv(aP>, 2)-.-v(<’~, 2)v(a~», 2Ó]p(2)dl (3. 6) es
e.
u’
Teniendo en cuenta que v(ai>, 2)v(oQ>, 2)=l, entonces también podemos escribir e
(3. 6) como es
e
C(a~i>, a~Q>)~C(a~l>, al2>) u’
~ 2)v(a,5’> , 2)[l ~v(a~í>, 2)v(a%’>, 2Ó]p(2)d2 (3. 7) u’
~Iv(a<t>
es
Teniendo en cuenta que v(oji>, 2)v(a~¡>, 2) es +1 ó —1, luego tiene valor absoluto 1,
y que h — v(u$>, 2) v(a~j>, 2)] es no negativo, y por lo tanto igual a su valor absoluto;
tomando los valores absolutos de ambos lados de la ec. (3. 7) se llega a que
es
IC(a~i>, ff(2> )—C(a’>, al~>)¡ =SL’ ~~v(a{i>,2)v(aí», 1)]p(Aj)dA. (3. 8) e»
es
esEn (3. 8), el segundo término de la derecha es, C(aj, GV>), con lo que, teniendo en
e






Esta es la desigualdad de Belí de 1964. A partir de esta desigualdad vamos a demostrar e»
que las variables ocultas deterministas y la MC son incompatibles. Por reducción al O
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teoría de variables ocultas viene dado por la función de correlación (3. 3), coincide con
el correspondiente valor medio cuántico,
0 Gr>) = —cos 6ab’ (3. 10)
Sustituyendo (3. 10) en la desigualdad (3. 9) resulta
cosQ
11 —cosO_I<l~cosQ11, (3. 11)
desigualdad que no siempre se verifica (tómese por ejemplo a~ B 0,
ab = b B =l/~~b), q.e.d.
3. 3. 3. Las desigualdades de CHSH
Clauser, Horne, Shimony y Holt (CHSH) proponen en [CHSH 69] una versión
más general de las desigualdades de Belí.
Considerando (además de las mediciones de Uf>, U,?>, U]> consideradas en la
sección anterior) una nueva medición alternativa sobre a primera partícula, a», la ec.
(3. 4) se puede escribircomo
C(oQ’>, GÁ2>) — C(of >
=1 [v(a:’, A)v(a2>, Aj«l ±v(a’>, R)v(UV>, X))]p(2ÓdiA. (3. 12)
—S [v(U’>, .X)v(U2>, X)(l±v(u,~j, Áft(U$>, R))]p(2Ódi.
En lugar de suponer, como hasta ahora, que v(Gt>, 24e {+l, —11, por motivos de
conveniencia posterior, supondremos que
(3. 13)
Lo que nos permite, tomando valores absolutos en (3. 12), escribir
jC(a¿~~, a2>)—C(aJ1>, G12>)I=5 [í±v(Qí~~>, Óv(o42>, AÚ]p(2)d2
+5 [í±v(U~’>, 2úv(of>, R)]p(ADdA (3. 14)
pero el lado de la derecha de (3. 14) no es más que 2±[C(aQ>, aV> )+ C(a~’>, a~2>)j,
por tanto, podemos escribir (3. 14) como
Éstas son las desigualdades de CHSH de 196926. Nótese que la desigualdad (3. 15) se
ha derivado sin hacer ninguna alusión a la MC, en particular sin ni siquiera usar (3. 5).
u’
u.











Sustituyendo en (3. 15) las funciones de correlación por los correspondientes e»
valores medios que la MC predice para el singlete (3. 10), y eligiendo cuatro vectores a, e
A, b, B coplanares, tales que b = A, ya y B formen un mismo ángulo O con A y b, ti
U
se obtiene la desigualdad es
e2cos8—cos(28)=l, (3. 16) e.
*
que se viola máximamente para O = a /3, para el que el miembro de la izquierda de (3. es
16) es 3/2. 0
es
La limitación más importante para traducir a un experimento real las desigualdades
ede Belí tiene que ver con la ineficiencia de los detectores: la mayoría de las partículas no
es
son detectadas. Para modelizar esto, representaremos por v(oj1~) = O los casos en los e.
que la primera partícula no fue detectada cuando se midió ~ (es decir, supondremos e
que v(G’>) e fo, + 1, —1 } ); es por ello que resulta útil la generalización introducida por e
e»CHSH en (3. 13).
U
En experimentos con eficiencias perfectas en los detectores, y siendo e
N++(aj>, a2>) el número de sucesos en los que las mediciones de U)> y U,?> han e






+ (si>, G,~2>) + N(aLl>, G,~2>)~ N+(G,~i>, a2>) — N~+(aí>, G2>) (3. 17) u’
A¡(U~í>, a2>) e
e
En experimentos sin eficiencias perfectas en los detectores, siendo (para cada par es
e»(GJ,G,«))NN~~+N +N_ +N +N~
0±N0 +N_ +N0+N00, (donde
u’
es
26 Cuando en la literatura se habla de “desigualdades de Belí” sin especificar cuáles, se suelen referir e»
es
a éstas, que son las que utiliza Dell a partir de [Belí 71] (por ejemplo, en los capítulos 7, 10,13 y 16 de
u’[Dell 87]). Una comparación entre las hipótesis de [Dell 64] y las de [CHSH 69] puede encontrarse en U[d’Espagnat 93]. El lado izquierdo de (3. 15) es lo que se llama el “operador de Dell” asociado a las e»
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el subíndice O indica que la correspondiente partícula no se ha detectado), y haciendo la
hipótesis de que las partículas detectadas son una muestra estadísticamente
representativa del conjunto27, el valor experimental de la función de correlación se
convierte en
~ a>’ (2>\ N~~+N —N __ —N(U(í Gb) _ _ -i- + (3.18)
En los experimentos reales esta cantidad (o su análoga en experimentos con fotones) se
ha encontrado que coincide con la MC y viola la desigualdad de Bell-CHSH28. Sin
27 Lo que en la literatura se llama hipótesis de “fair sampling”. Puede enunciarse de la siguiente
manera, [Home-Selleri 91], p. 31: “given that a pair of photons emerge from two regions of space
where two polarizers can be located, the probability of theirjoint detection from two photomultipliers is
independent of the presence and the orientation of the polarizers.” Esta hipótesis es dispensable si la
eficiencia de los detectores está por encima de un cierto umbral [Carg 83], [Mermin 86 b], [Carg-
Mermin 87] (estos autores llegan a la conclusión de que “Por the conventional experiment with particles
in the singlet state (or its photon analogue), the data predicted by the quantum theory do not violate [the
necessary and sufficient condition for compatibility with local realism] unless the quantum efficiency of
the detectors exceeds 83%.” [Garg-Mermin 87], p. 3831).
28 Casi todos los experimentos realizados hasta la fecha están en buen acuerdo con las predicciones
de la MC y violan las desigualdades de Belí. Todos ellos necesitan hipótesis adicionales; basándose en la
necesidad o no de hipótesis adicionales, en la literatura se distingue entre desigualdades fuertes y débiles,
por ejemplo, [Home-Selleri 91], p. 33: “Weak inequa/ity: An inequality exclusively deduced from local
realism and violated by quantum mechanics in the case of nearly perfect instruments. Strong inequality:
An inequality deduced from local realism and from certain additional assumptions, such as the CHSH
(...). and violated by quantum mechanics in the case of actual instruments.” Las siguientes referencias
tratan de propuestasexperimentales ideales y experimentos realizados sobre desigualdades de Dell. Hemos
clasificado la referencias en tres grupos (en cada grupo las referencias están dispuestas en orden
cronológico):
(a) Experimentos reales: [Kocher-Commins 67], [Papaliolios 67], [Preedman-Clauser 72] (con
fotones correlacionados en polarizaciones emitidos en el decaimiento 1 = O—* 1 —* O de átomos de Ca;
ver también [Preedman 72], [Clauser 92]), [Holt-Pipkin 72] (id. con átomos de Hg; uno de los pocos
experimentos que mostró acuerdo con las desigualdades de Dell), [Clauser 76 a], [Clauser 76 b] (Hg),
IFry-Thompson 76] (Hg), lLamehi Rachti-Mittig 76] (scattering protón-protón a baja energía), [Aspect-
Grangier-Roger 81] (con fotones de Ca y polarizadores de un solo canal; ver también [Aspect 76]).
[Aspect-Grangier-Roger 82] (Ca y polarizadores de dos canales), [Aspect-Dalibard-Roger 82] (con
dispositivos ópticos que cambian la orientación de los polarizadores, durante el vuelo de los fotones; ver
también [Aspect 83]), [Perrie-Duncan-Beyer-Kleinpoppen 85] (con fotones correlacionados emitidos
simultáneamente por deuterio atómico metaestable). [Rarity-Tapster 90] (con fase y momento), [Kwiat-
Vareka-Hong-Nathel-Chiao 90] (con fotones emitidos por un cristal no lineal y correlacionados en un
doble interferómetro; siguiendo la propuesta de [Franson 89]), [Ou-Zou-Wang-Mandel 901 (id.), [Ou-
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embargo, es posible construir modelos de variables ocultas locales en los que las e-
e-partículas detectadas no son una muestra representativa del conjunto y en las que (3. 18)
e-
viola las desigualdades de Bell-CHSH pero (3. 17) no29. e-
e-
e-
3.3.4. Las desigualdades de CH
ti
Clauser y Horne (CH) [Causer-Horne 74] hacen dos mejoras respecto a las o-
desigualdades de CHSH: (i) Derivan unas desigualdades en las que no es necesario o-
e
suponer que las variables ocultas determinan cada resultado concreto de una medida, o-
sino sólo las probabilidades de cada resultado30. (u) Las desigualdades de CH u’»




(i) La situación experimental considerada por CH es ligeramente distinta de la de
UBohm: Una fuente emite pares de fotones correlacionados en polarización, cadauno de e»
ellos atraviesa un polarizador que puede tener dos orientaciones: a ~> y A ~> para el e
eprimer fotón y b<2> y B~> para el segundo. Introduzcamos la siguiente notación:
e
e
Pereira-Kimble-Peng 92] (con fotones correlacionados en amplitud), [Tapster-Rarity-Owens 94] (con es
fotones en fibra óptica). 0
(b) Experimentos ideales: [Lo-Shimony 81] (disociación de una molécula metaestable), [Horne- es
Zeilinger 85, 86, 88] (interferómetros de partículas), [Horne-Shimony-Zeilinger 89, 90] (id.) (ver
es
también [GUZ 93], [Wu-Xie-Huang-Hsia 96]), [Franson 89] (con posición y tiempo), o en los que
e
intervienen simultáneamente observables de espectro discreto y de espectro continuo [Zukowski-
Zeilinger 91] (polarizaciones y momentos), (propuestas experimentales sobre desigualdades de Belí sin U
hipótesis adicionales:) [Fry-Li 92], [Fry 93, 94], [Fry-Walther-Li 95], [Kwiat-Eberhard-Steinberger- e
Chiao 94], [Pittman-Shih-Sergienko-Rubin95], [Fernández Huelga-Ferrero-Santos 94, 95] (propuesta de e
un experimento con pares de fotones con detección del átomo en retroceso), [Freyberger-Aravind-Horne- es
Shimony 96]. u’
(c) Artículos de revisión: [Clauser-Shimony 78], [Pipkin 78], [Duncan-Kleinpoppen 88], [Chiao- u’
u’
Kwiat-Steinberg 95] (revisión de los experimentos propuestos por estos autores con fotones emitidos
e
por un cristal no-lineal en un proceso de parametrie down conversion).
29 Algunos ejemplos de referencias críticas: [Marshall-Santos-Selleri 83] (“el realismo local no ha
sido refutado por los experimentos de cascada átomica”), [Marshall-Santos 89], [Santos 91], [Santos 92 e
c] (modelo de variables ocultas locales que está de acuerdo con las predicciones ideales de la MC en los e
experimentos con fotones emitidos en una cascada atómica, como los de AspecQ, (crítica a los es
experimentos con fotones generados en un proceso de parametric down conversion:) [Garuccio 95 a], U
[Santos 96].
u’30 Esta es una de las dos únicas incursiones que se hacen en esta tesis sobre variables ocultas no-
u’
deterministas o estocásticas (la otra se hará en la Sec. 5. 4. 2); en ci resto de la tesis supondremos que






3. 3. El teorema de Bell-EPR 147
p(a(í>, A) es la probabilidad de detectar el primer fotón cuando el correspondiente
polarizador está orientado según a ~‘>; ésta es la probabilidad que las variables ocultas
asignan al primer fotón31; análogamente p(b<2>, 1) indica la probabilidad de detectar el
segundo fotón cuando el correspondiente polarizador está orientado según b(2>, y
p(at ¡ , b<2>, A) es la probabilidad de detectar ambos fotones cuando los polarizadores
están orientados según a(í> el del primer fotón y según b(2> el del segundo.
La probabilidad de detectar el primer fotón con el polarizador en la situación a (1> se
obtiene promediando sobre las variables ocultas
P(a~’>) =yfp(a(1>, Aúp(20 dA. (3. 19)
Análogamente,
P(b<2>) =Jp(b<2>, tp(1)dA, (3. 20)
P(a<í>, b<2>) =Jp(a~’>, b~2>, A)p(A)dA. (3. 21)
Suponiendo que p(a<í>, A) no depende de qué orientación tenga el polarizador del
segundo fotón y que p(b(2>, A) no depende de qué orientación tengael polarizador del
primer fotón,
p(a<’>, b<2>, A) =p(a<i>, A)p(b<2>, A). (3. 22)
Para deducir las desigualdades, CH consideran el siguiente lema.
Lema: Dados 6 números reales a,A, a, b, B, fi, tales que
O<aA<a; O=b,B=/3, (3.23)
siempre se verifican las siguientes desigualdades:
—cxfi=ab—aB+Ab+AB—A13—cxb=O. (3. 24)
Justificación: La expresión del medio en (3. 24) es lineal en cada una de las cuatro
variables a, A, b, B, luego sus extremos deben estar entre los de esas variables por la
propia definición de ínfimo y supremo [Gleason 66]. La demostración de la desigualdad
31 En una teoría de variables ocultas deterministas el que el fotón atraviese o no el polarizador está
predeterminado; en cambio, en una teoría de variables ocultas probabilísticas, en un experimento
individual sólo está definida la probabilidad de atravesar el polarizador.
e
e»
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derecha (la relevante para el argumento posterior) puede verse en [Ballentine90], p.
446. t
1»
Haciendo el cambio de variables: a = p(a(í>, >~») A = p(A<í>, A), b = p(b<2>, A),








que son las desigualdades de CH32. e»
e’
u.(u) Los datos de un experimento son el número de detecciones que ha registrado e»
cada detector N(a(í>), N(b<2>), y el número de detecciones conjuntas (o e-.
coincidencias) N(a<¡>, b12>), para varias orientaciones de los polarizadores: En un es
experimento real, N(a(í>)/N, N(b(2>)/N, y N(a(í>, b<2¼/N, hacen, e.
u’
respectivamente, los papeles de P(a<í>), P(bt2>) y P(a<¡>, b(2>). El número N es el
e»
número total de pares de partículas emitidos por la fuente, número que es desconocido e
(puesto que es el número de partículas no detectadas es desconocido), pero N no es
aparece en el equivalente experimental de la desigualdad u’
e-.
P(a<i>, b(2>y~. P(a<í>, B(2>)+ P(A<í>, b(2>)+ P(A(l>, B<2>) <1, (3. 26)
*P(A<’>)+ P(b’2>) e»
U
que se obtiene a partir de la segunda desigualdad de (3. 25)~~, y que también es violada es
en ciertos casos por las correspondientes predicciones cuánticas. u’
u’
Dada su importancia, las desigualdades de Belí han dado lugar a muchos trabajos de e»
es
tipo teórico de los que no podemos ocuparnos aquí34. es
u’
U
32 [Home-Selleri 91], p. 34: “Inequalities like the previous (...) are sometimes also called e»
“inhomogeneous inequalities” since they are based both on double and single probabilities. e
“Homogeneous inequalities” (...) are based on double detection probabilities only.” es
~ También un test experimental de las desigualdades de CH requiere hipótesis adicionales, en U
panicular lo que se llama en la literatura hipótesis de “no-enhancement”, que se puede enunciar de la e
siguiente manera, [Home-Selleri 91], p. 34: “for every photon in the state 2. the probability of e»
detection with a polarizer placed on bis trajectory is less than or equal to the detection probability with u’
u’
the polarizer removed.” Una crítica a las desigualdades de CH es [Angelidis 83].
34 Sin ánimo de ser exhaustivos, damos a continuación una lista de referencias a artículos de
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3. 3. 5. La demostración estadística de Mermin
La demostración que vamos a ver a continuación encierra el mismo tipo de
contradicción entre MC y variables ocultas locales que hay detrás de la violación de las
desigualdades de Bel]: una contradicción estadística; esto es, una contradicción entre
las distribuciones de probabilidad de los hipotéticos resultados de mediciones sobre un
conjunto de sistemas preparados idénticamente. Por otra parte, por su simplicidad se
asemeja más a las demostraciones algebraicas (en las que las contradicciones se dan
entre los hipotéticos resultados de un sistema individual) que trataremos en las
secciones siguientes.
Consideremos dos partículas de espín 1/2 preparadas en el estado singlete (3. 1).
Sobre cada partícula i (i = 1, 2) consideremos tres observables incompatibles: tres
componentes de espín según tres vectores coplanares que forman entre si ángulos de
120»; por ejemplo,
= G<i>, (3. 27 a)z
(a) Desigualdades de Dell para dos partículas de espín s: [Mermin80, 86 a], [Garg-Mermin 82, 83,
84], [Mermin—Schwarz82] (espín 1 y espín 3/2), [Ogren 83], [Sanz-Sánchez Gómez 90], [Sanz 90] (Cap.
4), [Ardehali 91], [Gisin-Peres 92], [Geng 92] (para dos espines diferentes), [Peres 92 d], [Wódkiewicz
92].
(b) Desigualdades de Dell paran partículas: [Mermin 90 e], [Belinsky-Klyshko 93], [Belinsky 94].
Ver más referencias en la Sec. 5. 5. 2.
(e) Para qué estados se violan las desigualdades: (Las desigualdades de Bell-CHSH se violan para
todos los estados puros entangled:) [Capasso-Fortunato-Selleri 73], [Gisin 91 a] (correcciones a este
último en [Barnett-Phoenix 92]), (máxima violación para estados puros:) [Popescu-Rohrlich 92]. (la
violación es máxima para estados máximamente entangled:) [Kar 95], [Cereceda 96 b]. Para estados
mezcla: [Braunstein-Mann-Revzen 92] (máxima violación para estados mezcla), [Mann-Nakamura-
Revzen 92], [Beltrametti-Maczynski 93], [Horodecki-Horodecki-Horodecki 95] (condición necesaria y
suficiente para que un estado mezcla viole las desigualdadaes de CHSH), [Aravind 95].
(d) Otras desigualdades: [Baracca-Bergia-Livi-Restignoli76] (desigualdades de Dell para observables
no dicotómicos), [Cirel’son 80] (mientras que las desigualdades de Dell dan límites a las correlaciones en
una teoría de variables ocultas, la desigualdad Cirel’son da el límite superior a las correlaciones
cuánticas y por tanto la mayor violación posible de las desigualdades de Dell según la MC; en particular
Cirel’son prueba que el valor absoluto de la combinación de las funciones de correlación en las
desigualdades de CHSH (3. 15) está acotado por 2V1 en MC y por 2 en una teoría de variables ocultas
locales; ver también [Chefles-Barnett 96]), [Braunstein-Caves 88, 89, 90] (desigualdades de Dell
encadenadas, con más de dos observables alternativos). [Ou-Pereira-Kimble-Peng92], p. 3666, dicen que
“there is no generalizaion of the Dell inequalities for continuous variables”. Ver más referencias en la
Sec. 5. 5. 3.
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= (J~oú> --aj)/2, (3. 27 b)
e’
= —(‘fia~.0 +G~’>)/2. (3. 27 c) e-
o-
En una teoría de variables ocultas locales deterministas (basada en la interpretación débil ti
del criterio de EPR), cada partícula debe poseer un resultado definido (+1 6 —1) para e’
*esos tres observables. Siguiendo la terminología de Mermin, cada par de partículas debe
e»
tener asociado un “conjunto de instrucciones” que le indica cómo responder a los o-




Bt2~ CW}j~~~ 4’ (3. 28) e»
es
e»
que indica que si se midiese sobre la partícula 1 el observable A(l> se obtendría el u.
resultado +1, si (en lugar de A~~>) se midiese B(í> se obtendría +1, y si (en lugar de A(~> e
ó B~1>) se midiese C(í> se obtendría —1; si se midiese sobre la partícula 2 el observable u’
eA<l> se obtendría el resultado —1, si (en lugar de A<2>) se midiese ff2> se obtendría —1, y
si (en lugar de A(2> ó B(2>) se midiese Ct2> se obtendría +1. e
es
Vamos a considerar dos tipos de experimentos: los experimentos en los que se es
miden los mismos observables para las dos partículas, experimentos a los que O
llamaremos X(í>X(l>, y los experimentos en los que se miden observables distintos,
e
experimentos a los que llamaremos X<i>Y(2> (donde X, Y = A, B, C; X !=Y).
e




lo cual reduce el número de conjuntos de instmcciones admisibles a los 8 siguientes: u’
es{7i}’ i+++}’ {7i}’ {++-}‘ {—-i-—}, {+—+}‘ {~—--j~ {-~~I (3. 30)
e(i) Es fácil ver que todos los experimentos X<i>Y(2> que se hagan sobre uno de los
es





~ Como toda la información relevante se puede almacenar en una matriz (2 x 3 en este caso), estas
u
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(u) En los experimentos X<i>Y<2> que se hagan sobre uno de los otros 6 conjuntos de
instrucciones se deberían obtener resultados opuestos en 1/3 de las veces.
Demostración. Consideremos los posibles experimentos sobre el conjunto de
instrucciones {±±W} (tercer conjunto en (3. 30)): se obtendrán resultados opuestos
siempre que se hagan experimentos A(i>B<2>, ó B<í>A(2>, y resultados iguales en los
experimentos A<¡>C<?>, B<i>C(2>, ¿i>,
4(2> ó C<í>B<
2>. Si suponemos que los 6
experimentos de tipo X(i>Y(2> se dan con la misma frecuencia, para este conjunto de
instrucciones se deberían obtener resultados opuestos 1/3 de las veces; un razonamiento
análogo se puede hacer para el cuarto, quinto y octavo conjunto de instrucciones,
q.e.d.
Luego, considerando todos los conjuntos admisibles de instrucciones, de (i) y (u)
concluimos que, independientemente de la frecuencia con que aparezcan los distintos
conjuntos de instrucciones, en los experimentos de tipo X<i>Y(2> deberían obtenerse
resultados opuestos al menos 1/3 de las veces36. Sin embargo, la MC predice una
probabilidad menor:
I~,(X(i>=~Y<2>)=cos2(,r/3)=l/4. (3. 31)
Por tanto, la MC no es compatible con la existencia de conjuntos de instrucciones
definidas37.
36 De hecho, si hacemos la hipótesis adicional de que los 8 conjuntos posibles de instrucciones se
dan con la misma frecuencia, en los experimentos x~1> Y’2’ se obtendrían resultados opuestos 1/2 de las
veces.
~7Esta demostración apareció originalmente en [Mermin 81 a]. Cuenta Mennin en [Mermin 90 e],
xv: “That paper (...) did bring me the finest reward of my entire career in physics ——a letter from
Richard Feynman (coincidentally sent on my birthday) that begins “One of the most beautiful papers in
physics that 1 know of is yours in the American Journal of Physics Dut the AiF article turned out
to be only the t»irst step in a chain of papers.” La misma demostración (o variantes de ella) puede
encontrarse en [Mermin 81 b, 85], [Penrose 89] (Pp. 358-360 de la edición en castellano), [Mermin 90
e] (Caps. 10-12). En [Cabello-García Alcaine 95 a] se compara esta demostración (estadística, con
elementos de realidad débiles) de Mermin con otra demostración distinta (algebraica, con elementos de
realidad fuertes) que veremos en la See. 3. 5. 4. En [Kunstatter-Trainor 84] se trata la demostración de
Mermin en el contexto de la interpretación estadística de la MC. En [Yurke-Stoler 92 b] hay una
propuesta experimental para implementarla con dos fuentes separadas de partículas. Comentarios a
[Mermin 85] son: [Aspect 85], [Marshall-Santos 85], [Rohrlich 85], [Feingold-Peres 85], [Mirman 85],
[Gardner 85], [Ekstrand 85]. Otros artículos críticos son: [Vogt 89], [Alíen 92], [Marmet 93]. Otra
demostración (estadística pero sin desigualdades) sencilla es la de Wigner, [Wigner 70] (ver también
[Jammer 74], Pp. 309-310). Una desigualdad cuya derivación es breve es la de Herbert, [Herbert 75], que
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e-




e”En las siguientes secciones se trata lo siguiente: En la Sec. 3. 4. 2 se reproduce la
u’versión de Mermin con tres partículas de espín 1/2 de la demostración de Greenberger- o-»
Home-Zeilinger (GHZ). En la Sec. 3. 4. 3 se discute una simplificación debida a Peres o-»
u’
con dos partículas de espín 1/2 que requiere una definición “recursiva” de elementos de
es
realidad. En la Sec. 3. 4. 4 se trata la versión con dos partículas de espín 1/2 del
argumento de Hardy. u-
es
En estas secciones consideraremos sistemas de dos. tres o más partículas de espín O
1/2 que supondremos se encuentran mutuamente separadas por intervalos de género u’
u’
espacio; asimismo, denotaremos por y(A) el valor predeterminado (en una teoría
esdeterminista de variables ocultas locales) del resultado de una medición del observable es
A. En todos los casos tratados, los observables son observables de espín representados U
Upor matrices de Pauli o productos tensoriales de matrices de Pauli, y por tanto esos
u’
valores sólo serán +1 ó —1. u’
e»
e
3.4.2. La versión de Mermin de la demostración de GHZ es
e
En 1989, Daniel Greenberger, Michael Horne y Anton Zeilinger (GHZ), u’
propusieron una demostración del teorema de Bell-EPR “sin desigualdades” sobre e
e
sistemas individuales [GHZ 89] (ver también [GHSZ 90]). En esta sección veremos una









también puede encontrarse en: [Stapp 85], [Mermin 89], [Penrose 89] (Pp. 573-574 de la edición en e
castellano), [Ballentine 90], p. 440.
38 La demostración original de 0Hz, sobre un sistema de cuatro partículas, la veremos en la See» 5. es
2. 1. La bibliografía sobre el argumento de 0HZ (y variantes del mismo) es especialmente amplia; e
además de las referencias citadas en esta sección y la siguiente y en 5. 2, véanse: [Clifton-Redhead- ti
Butterfield 91 a, b] (generalización de la demostración original de 0HZ a “factorable stochastic theories, u-
iheories in which apparatus hidden variables are causally relevant to measurement results, and theories in es
U
which the hidden variables evolve indeterministically prior to the particle-apparatus interactions’),






3. 4. Demostraciones algebraicas 153
Consideremos un sistema de tres partículas de espín 1/2 preparadas inicialmente en el
estado de espín
El estado (3. 32) es propio de cuatro operadores no-locales mutuamente conmutativos:
De (3. 33)-(3. 36) se deduce que, midiendo un observable local (al’> ó G~’>) sobre dos
-Y
(1> ti> (O 0>de las partículas (es decir, midiendo ~ o ~ , y Uf ó ay, con i !=j),se podría
“predecir con certeza” el valor de un observable local de la tercera partícula (Glk> ó
¿lo) Por tanto atendiendo al criterio de elemento de realidad (en sentido débil) de EPR,
debe haber un elemento de realidad (débil39) asociado a cada uno de los 6 observables
~ afl, = 1, 2, 3. Dicho de otra manera, los resultados de las mediciones de esos
observables debe estar predefinidos en una teoría de variables ocultas locales.
Llamaremos a estos resultados v(a$), v(a~~>). De acuerdo con (3. 33)-(3. 36), esos
resultados deben verificar respectivamente que
v(G7>) >< v(G121) x y(at31) —1,





La demostración “algebraica” del teorema de BelI-EPR concluye viendo que las
ecuaciones (3. 37)-(3. 40) son incompatibles. Esto se demuestra mediante un sencillo
argumento: cada valor (+1 ó —1) aparece dos veces en los lados izquierdos de las
~ Son elementos de realidad débiles porque no hay ningún experimento que permita inferir los 6
\ÑZ 1-.&~>@Ú%0& 1#
~#t
conjuntamente sobre un sistema individual.
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ecuaciones; por tanto el producto de todos los lados izquierdos es 1; sin embargo, el
producto de los lados derechos es —1, q.e.d.
En la Sec. 3. 5. 4 veremos cómo es posible obtener la misma conclusión (la
incompatibilidad entre MC y elementos de realidad) sin necesidad de inferir
alternativamente elementos de realidad (para observables incompatibles), utilizando
únicamente elementos de realidad (para observables compatibles) inferidos mediante
medidas conjuntas en el mismo sistema físico individual (elementos de realidad en
sentido fuerte, con la notación de Sec. 3. 2. 6).
3. 4. 3. La demostración de Peres con ERs recursivos
Peres [Peres90 a], propone una simplificación con sólo dos partículas del
argumento anterior. Consideremos dos partículas de espín 1/2 en estado singlete (3. 1).
Es ese estado,
P,, (UQ> — —U§2>)=l, (3.41)
es decir, al medir Ulí> y G2> sobre cualquier sistema individual preparado en estado
singlete siempre se obtienen resultados opuestos (+1 y —1, ó —I y +1), por tanto
suponiendo que tales resultados están predeterminados (en una teoría de variables
ocultas), debe ocurrir que
(3. 42)
Análogamente, como
J~, (U~’> — <2>) = 1, (3.43)
también debe ocurrir que
V(G>) = —v(U12Á. (3. 44)
Por otro lado, como los operadores <~> 0<> y ¿Q> 0<> son conmutativos,
supondremos, como en MC, que los observables G> O <2> y U(í> O ¿2> se puedenY X
medir conjuntamente sobre un sistema individual40. Además el estado (3. 1) verifica
40 No está claro cómo puede hacerse una medición conjunta de a” ® <2> y a> ® al2>
(evidentemente no se puede hacer midiendo los observables ~>> >2> <, y multiplicando entre
a», a,
silos dos primeros y los dos segundos, ya que a> y al’ son incompatibles y también lo son al’> y
a>’>. Esto ha dado lugar a ciertas confusiones; véase [Nogueira-dos Aidos-Caideira-Domingos 92])» Un
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—1 i(a~ >®á~2>+á<’>®á’o¡4’;=o (3.45)
z 7 x
y por tanto,
v(a1> O of>) = —v(G2> O a») (3. 46)
En este punto Peres introduce una extensión del criterio de elemento de realidad de
EPR41. La idea consiste en suponer que “elements of reality which correspond to
commuting operators can be combined algebraically, and thereby generate new elements
of reality, in a recursive manne02 (...) Therefore, if commuting operators A and B
correspond to elements of reality with numerical values y(A) y v(B), respectively (...),
any algebraic f(Á, A) also corresponds to an element of reality, with numerical value
f(v(A), v(B)). This is the spirit, if not the letter, of the EPR criterion. One may
distinguish primary elements of reality (obtained by observations performed on distant
systems) from secondary ones (obtained recursively), but both kinds are considered
equivalent in the present argument.” [Peres 92] y [Peres 93], p. 151. En particular
supondremos que
v(a> Oc») = v(at) x v(GÓ, (3. 47)
v(ali> O a») = v(G5’>) x v(of>). (3. 48)
Pero las cinco ecs. (3. 42), (3. 44), (3. 46)-(3. 48) son incompatibles, como se ve
mediante un argumento de paridad: cada valor (+1 ó —1) aparece dos veces, bien en el
mismo lado de la igualdad, bien en lados opuestos; al multiplicar las ecuaciones, en el
primer caso el producto de los dos valores es 1, en el segundo caso los valores se
cancelan; de manera que en el lado izquierdo de la igualdad resultante queda un 1
mientras que en el lado derecho queda un —l que viene de la ec. (3. 46), qed.
intento (fallido) de resolver el problema de esa medición conjunta puedeencontrarse en [García Alcaine
92].
41 Esta extensión no se hace explícitamente en [Peres 90 a] pero sí en [Peres 92] y [Peres 93], p.
151»
42 La razón para hacer esta suposición es que si los operadores A y fi conmutan, la MC nos
permite en principio medir simultáneamente los correspondientes observables A y fi, junto con cualquier
función univaluada f(A, B), y entonces los resultados numéricos de estas tres medidas están
relacionadas funcionalmente como lo están los operadores. Nótese que si dos operadores Á y A tienen
un estado propio común yf, con valores propios a y b respectivamente; entonces y es automáticamente
propio del operador f(A, fi) con aulovalor f(a, b), independientemente de que Á y A sean o no
conmutativos (es decir, basta que y sea estado propio de ~iy A para que fiÁ4, 8) y = f(a, 1’) y’).
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Para Peres esta contradicción muestra que “the result of a measurement ofA cannot
depend only on A and on the state of the system (unless the wave function is an
eigenstate ofA). It also depends, in a way not yet understood, on the choice of other
quantum measurements that may possibly be perfonned.” [Peres 90 a]. O también
muestra que “our recursive definition of elements of reality, which appeared almost
obvious, is incompatible with quantum theory.” [Peres 93], p. 15].
Como admite Peres, la definición recursiva de elementos de realidad está en “el
espíritu [pero no en la letra] del criterio de EPR”. En particular, es imposible medir
G(í> 0 ¿2> sin interaccionar con ambas partículas y con ello inferir un elemento dex ¿
realidad “primario” para ¿~> ® ¿~> “sin perturbar el sistema”. Por lo cual, estrictamentex
hablando, no consideremos que la de Peres sea una demostración del teorema de Belí-
EPR sino, más bien, una nueva demostración del teorema de BKS43: una demostración
dependiente del estado con observables tetradimensionales doblemente degenerados en
lugar de con proposiciones.
3. 4. 4. La demostración de Hardy
a. Introducción
En estas secciones nos ocuparemos de la versión con estados de espín de la
demostración algebraica del teorema de Bell-EPR propuesta por Lucien Hardy44.
‘~ Esta es la opinión de Mermin [Merrnin 90 d, 93 a, b]. Merniin ha convencido también a Peres de
que su argumento no es una demostración del teorema de Bell-EPR; véase la nota 42 del capitulo 2, y
los agradecimientos de [Peres 96 b].
‘~ El argumento inicial de Hardy [Hardy 92 a] era un argumento contra la existencia de elementos de
realidad invariantes Lorentz y empleaba, en lugar de estados de espín, un par electrón-positrón que
atravesaban dos interferómetros de Mach-Zehnder solapados» En este trabajoeludiremos la interpretación
de~ argmnento de Hardy como argumento contra los elementos de realidad invariantes Lorenti»
(interpretación criticada en [Clifton-Niemann 92], [Vaidman 93], [Berndl-Goldstein 94]; ver también
[Schauer 94 a]); en lugar de esto, consideraremos la propuesta de Hardy simplemente como una
demostración del teorema de Bell-EPR de imposibilidad de variables ocultas locales (de hecho, la de
Hardy es “The best version of Belís theorem”, como dice el titulo de [Mermin 95 a]). En el capítulo 5
veremos el experimento ideal en el que Hardy basó su primer argumento. La primera versión con espines
del argumento de Hardy es la propuesta en [Clifton-Niemann 92], posteriormente también Hardy
reescribió su argumento para sistemas de dos partículas con dos niveles (en particular para estados de
espín de dos partículas de espín 1/2), [Hardy 93], y éste fue generalizado en [Goldstein 94]. Otras
presentaciones del argumento son: [Hardy-Squires 92], [Stapp 92] (Sec. VII), [Stapp 93 b] (pp. 5-9),
[Stapp 94], [Mermin 94 a. b, 95 a]. Más referencias relacionadas con el argumento de Hardy se dan a 1<,
largo de estas secciones y en el capítulo 5.
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Primero definiremos lo que son estados de Hardy en el caso de estados de espín de dos
partículas de espín 1/2, enunciaremos el argumento de Hardy en esa situación (lo que su
autor llama “No-localidad sin desigualdades para casi todos los estados [puros]
entangled de dos partículas de espín 1/2”, [Hardy 93]), y veremos cuál es la forma
explícita de los estados de Hardy. Luego estudiaremos cuáles son los estados de Hardy
que violan máximamente el realismo local. A continuación, introduciremos la
descomposición de Schmidt y veremos cómo ésta permite clasificar los estados puros
“entangled” en dos tipos: “máximamente entangled” y “estados de Hardy”. Finalmente
resumiremos las condiciones necesarias para generalizar el argumento al caso de dos
partículas de espín s y al caso de n partículas de espín 1/2.
h. La demostración
Supongamos un sistema formado dos partículas de espín 1/2 cuya función de onda
espacial está localizada en sendas regiones separadas por un intervalo de género-
espacio. Sobre la primera partícula se puede medir la componente del espín según el
vector a (aj>) o, alternativamente, la componente según el vector A (G~1 >); sobre la
segunda se puede medir la componente según el vector b (G>) o, alternativamente, la
componente según el vector B (u]>). Supongamos que la parte de espín del estado del
sistema ha sido preparada previamente en un estado i~ (que no cambia en la evolución
temporal) que tiene las siguientes propiedades:
Un estado de espín de dos partículas de espín 1/2 que verifica a la vez estas cuatro
propiedades diremos que es un estado de HardyAS.
‘~ Esta forma de caracterizar los estados de Hardy es esencialmente la misma que se propone en
[Clifton-Niemann 92). La expresión de las cuatro condiciones de Hardy en términos de probabilidades y
probabilidades condicionadas es la habitual en las revisiones de Mermin del argumento de Hardy:
» <- ‘- ‘»~~ - - -
» i~ (aQ?~ -+t41—#~y~
[Mermin 94 a, b, 95 a].
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El argumento de Hardy es el siguiente: Sólo nos vamos a fijar en uno de aquellos
casos en los que se mide uf y ¿2> y se obtiene el resultado +1 para ambas partículas;
resultado que tiene una probabilidad no nula de suceder, por (3. 52). Si, en ese mismo
disparo del experimento, hubiésemos elegido medir uf> y a2> (en lugar de aj2>), es e-
de suponer que habríamos obtenido o)> = + 1 como en el caso anterior (ya que, por la e-
hipótesis de localidad, el resultado de la medida de o)> no puede depender de qué se
e-
elija medir en la región 2 que está separada por un intervalo de género-espacio de la e-
región 1), y, por la propiedad (3. 49), el otro resultado habría sido u]> =— 1. e-,
Alternativamente, si en el mismo disparo hubiésemos elegido medir o)> (en lugar de e-
aji>) y ¿2> es de suponer que habríamos encontrado a,j2> =+l (por localidad) y, por e’
ti(3. 50), a1> =~ 1 . Por tanto, teniendo en cuenta los dos razonamientos anteriores y la e»
(i> (2>hipótesis de localidad, si en ese mismo disparo hubiésemos elegido medir CA y G
11 e’-
(en lugar de uf> y al>), deberíamos de haber obtenido a»> =a§2> =—l. Pero, de e»e»
acuerdo con la propiedad (3. 51), ese resultado jamás se obtiene en una medida sobre el
u’
estado r~. Conclusión: ninguna teoría de variables ocultas locales en la que los e.
2 (2>(> (1> a,j>, &fi esteri predeterminados (y con ello queremos decir e
resultados de Q ,
que, por ejemplo, el resultado de of> dependa sólo del estado de la partícula 1 y del e.
es
estado del aparato de Stern-Gerlach que se utiliza para medirla), es compatible con la e.
MC en el caso descrito. e
u’
La clave para que el argumento de Hardy funcione es que la MC permita estados con u
las propiedades (3. 49)-(3. 52). Vamos a ver cuál es la forma explícita más general de u’
es
tales estados; en el capítulo 5 veremos cómo se pueden producir estados con
u’
propiedades similares en diversos contextos físicos. e
e
En la base de estados propios de a»> y u]>, el estado puro de espín de dos e
partículas de espín 1/2 más general puede escribirse como e»
U
1 v>=c++IaQ>=+l>QIu]> =+í>+ eja)> =+l>®Ia~/> = 1) u’
¡ (3.53) u’
+c+¡aV> ——l>0¡aV> =±l>+c¡a~>»»» í> 01012> = 1> e»
e
donde los coeficientes deben verificar la condición de normalización U
U
ti
Para que un estado de la forma (3. 53) cumpla (3. 49) debe ocurrir e»
u’
c++<oQi>= +l¡aí> =±l>=~c ,<aj= +l¡a»Q> =~l>. (3. 55) e»
e
ti







3. 4. Demostraciones algebraicas 159
Para que cumpla (3. 51),
= +lIa~2> =+í>=—c+ <c42> = +lIG~2> =~l>.
c =0.
Y para que cumpla (3. 52),
— +l~ci1
17 — +l><G(2> — +1[G~2> = +1> +
c~ <aS>—+ l~G<1> +1><Uj2> = +l~O~2> = ~í> +
— +l~a(i> = ~l><G~2> = +l¡G~2> = +1> +





Sustituyendo (3. 55), (3. 56) y (3. 57) en (3. 58), se llega a
= +lIu(í> »»»+l>(G,~2> r+lIat2> =
por lo tanto
~ !=0.
Teniendo en cuenta (3. 60), para que se verifique (3. 55) debe ocurrir
c !=0.






Resumiendo: los estados de Hardy son los de tipo (3. 53) con uno de los
coeficientes cero y los otros tres distintos de cero46. Como los vectores A y B son
arbitrarios siempre podemos escribir los estados de Hardy como
46 La forma explícita de los estados propuesta en [Hardy 93] no es todo lo general posible; esta
+CdfrA »=tS ~4
coú
expresión más general fue obtenida en [Goldstein 94].
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En genera], el estado (3. 63) no es ni simétrico ni antisimétrico bajo e] intercambio de
partículas47.
Vamos a ver cómo se puede fabricar, al menos idealmente, un estado de Hardy de
espín con dos partículas de espín 1/2. Cójase una partícula de espín 1, hágase pasar por
un Stern-Gerlach orientado según el eje z positivo, deséchese el canal asociado al
autovalor —1, y reúnanse coherentemente48 los canales asociados a los autovalores +1 y
O; a continuación, la partícula de espín 1 saliente se desintegra en onda S en dos
partículas distintas de espín 1/2. Se obtiene así un estado de Hardy de tipo
En el capítulo 5 trataremos con más extensión otras
situaciones físicas que dan lugar a estados de Hardy.
c. Máxima violación
Ninguna teoría de variables ocultas locales (del tipo descrito antes) puede explicar
los resultados de aquellos disparos del experimento en los que se miden jj> y a,~2> y
se obtiene ~f>=a~2> =+l. Sin embargo, esos sucesos son sólo un subconjunto de los
sucesos posibles cuando se miden esas componentes (los sucesos en los que
uf> =u,~2> =~í, of> =~»~a~2> =±lno dan lugar a contradicción). En esta sección
vamos a ver para qué estados de Hardy la probabilidad de obtener sucesos inexplicables
mediante variables ocultas es máxima, y cuál es esta máxima probabilidad. La
probabilidad que queremos maximizar es la que aparece en la ec. (3. 52),
(2)
~ :=Ku)> = +1, Gb (3. 64)
que, por (3. 52), debe ser estrictamente mayor que cero. Llamando
~ El postulado de simetrización de la MC dice que todos los estados puros de un sistema de
partículas idénticas deben ser totalmente simétricos o antisimétricos bajo el intercambio de dos
cualesquiera de ellas; en particular el teorema de conexión espín-estadística (ver [Streater-Wightman64])
dice que en un sistema formado por fermiones/bosones idénticos sólo los vectores de estado
antisimétricos/simétricos respecto a la permutación de esas partículas, pueden describir estados físicos»
Hay varias formas de que un estado de Hardy “escape” al postulado de simetrización: (a) las partículas
son distinguibles (por ejemplo un protón y un muón), (b) las partículas son idénticas (por ejemplo, dos
electrones) pero están muy separadas. En la See. 5. 2» 2 veremos brevemente un procedimiento que
utiliza el principio de exclusión de Pauli [Pauli 26] para fabricar estados (con propiedades que permiten
hacer un argumento análogo al) de Hardy con fermiones idénticos»
48 El problema de la recuperación de la coherencia en un interferómetro de Stern-Gerlach (esto es,
un aparato de Stern-Gerlach seguido de imanes para reconstituir coherentemente el haz inicial) se trataen
[Englert-Schwinger-Scully 88], [Schwinger-Scully-Englert 88], [Scully-Englcrt-Schwinger 89].
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x:=I<G~i> =+íjaQ> =+í>12, (3.65 a)
y:=~u2> =+í¡oQ> =+í>12, (3.65 b)
la ec. (3. 59) se convierte en
J~ =¡c~»+¡xy. (3. 66)
c+~ 12 se puede expresar como función de x e y. Para ello, resolvemos el sistema de
ecuaciones formado por las ecs. (3. 53)-(3. 57) teniendo en cuenta que
KaQ> =~lIGii> =+í>12 =1 —x, (3.67 a)
2iiU =1—y. (3.67b)
Entonces (3. 66) se puede escribir como
(l—x)(l—y)xy
í—xy ‘ (3. 68)
que es máxima cuando
x = = (3. 69)
que no es otra cosa que el inverso de la razón áurea49. La probabilidad P máxima esu
49 La razón áurea o número áureo, representado frecuentemente con T o ~, mide la antigua
sección áurea griega. La sección áurea de un segmento AB se define con ayuda de un punto M tal que
AB/A M= AM/MB; cada uno de estos cocientes es entonces igual al número áureo, y vale
(1 ±~/)/2, es decir 1.61803398... (para algunos autores, el número áureo es el inverso de este
número, es decir: (si? —1) /2 = 0.61803398...). Se trata de un número irracional, pero algebraico,
solución positiva de la ecuación 2 —x —1 = 0, y que aparece en muchos contextos. Por ejemplo, se
puede demostrarque el cociente entre dos elementos consecutivos de la sucesión de Fibonacci 1, 1, 2, 3,
5, 8, 13, ... en la que cada término es la suma de los dosprecedentes, tiende hacia la razón áurea cuando
n tiende a infinito (la sucesión de Fibonacci aparece en el estudio de la disposición de las hojas alrededor
del tallo en las plantas o filotaxia). Históricamente, la razón áurea ha desempeñado un papel importante
en la estética clásica (donde se conoce también como la divina proporción); también se le atribuyen
interpretaciones místicas y simbólicas. Datos tomados de [Mashaal 95]. También es el cociente entre la
diagonal y el lado de un pentágono regular. La relación entre la razón áurea y el argumento de Hardy fue
advertida por primera vez por Mermin, [Mermin 94 a, b] (aunque los cálculos ya estaban hechos en
[Hardy 93]).







aA=bB= 762 34’. (3. 72)
Los estados para los que se obtiene la máxima P son aquellos tales que
‘7
Ic++I = = 023607, (3. 73)
23— 5
2 = lc+ =0.38197. (3. 74)
d. La descomposición de Schm¡dt
En esta sección veremos que los estados puros entangled de dos partículas de espín
1/2 sólo pueden ser de dos tipos: o máximamente entangled o estados de Hardy. Para
ello introduciremos la descomposición de Schmidt.
Cualquier estado puro de un sistema compuesto por dos subsistemas, descrito por
un espacio de Hilbert W’> O H(2>, puede, para una cierta elección de base, expresarse
en la forma
Iw>=XciIAS»®IB,<2», (3. 75)
donde {IAIí»} es una base ortonormal de vectores de MU>, y {IB>» es un conjunto
ortonormal de vectores de H(2> (suponiendo dimH<í) =dimHt2>). Esto es lo que se
llama la descomposición de Schmidt (o también descomposición biortogonal, polar,
etc.)50. Nótese que, al contrario que la descomposición habitual
50 Referencias sobre estados de sistemas compuestos y en particular sobre la descomposición de
Schrnidt son: [Schmidt 07 a, b], [Von Neumann 32] (Sec. VI. 2), [Furry 36 a], [Jauch 68] (See. 11. 8),
[Ballentine 901 (Sec. 8. 3), [Albrecht 92] (Secs» II, III y apéndice; sobre la descomposición de Schmidt),
[Barnett-Phoenix 92], [Albrecht 93] (Sec» II y apéndice; sobre la descomposición de Schmidt), [Peres 93]
(Cap. 5), [Elby-Bub 94] (unicidad de la descomposición triortogonal de estados puros), [Albrecht 94]
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(3. 76)
en la descomposición de Schmidt (3. 75) sólo hay un índice51. Los vectores {IA>~’»} y
{¡B>» permiten definir sendos operadores autoadjuntos Á(i> = Xa¿IA[> >XA[I> ¡
= ~b>IB2»~B>~2> j (con autovalores a>, b, arbitrarios) que representan sendos
observables, A<í>, B<2> sobre los subsistemas 1 y 2. A~1> y B~2> se llaman observables
de Schmidt. Cuando se mide A<í> sobre el subsistema 1 y se encuentra el resultado a
entonces cualquier medida de Bt2) dará con certeza el resultado b~ de modo que se dice
que en un estado con descomposición biortogonal (3. 75) los observables de Schmidt
están correlacionados.
La descomposición biortogonal (de Schmidt) siempre existe, pero es única sólo en el
caso en el que todos los Ic,I ‘s distintos de cero sean diferentes [Elby-Bub 94]. Cuando
¡ql = ¡c
2~, el estado y se puede descomponer biortogonalmente en un número infinito
de bases
52. Ello resulta particularmente útil para clasificar los estados puros de sistemas
con dos partes. Según sea su descomposición biortogonal, un estado puro de un sistema
compuesto por dos partes puede ser.
(Apéndice sobre la descomposición de Schmidt), [Mann-Sanders-Munro95] (sobre la descomposición de
Schmidt), [Ekert-Knight 95] (id.), [Peres 95 b] (sobre la descomposición de Schmidt de orden superior).
Si El (único) índice, i, va de 1 hasta la menor de las dimensiones de 11<’ y fi”. Por ejemplo, la
descomposición de Schmidt de un sistema compuesto por un subsistema de dos niveles (por ejemplo,
los estados de espín de una partícula de espín 1/2) y un subsistema de tres niveles (por ejemplo, los
estados de espín de una partícula de espín 1) tiene sólo dos términos. Sin embargo, la descomposición de
Schmidt de dos espines 1 tiene tres términos.
52 En cambio, si consideramos sistemas compuestos por n subsistemas, descritos por un espacio de
Hilbert H»’ ® H<” ® ... ® H<’>, con n =3,la descomposición n-ortogonal,
lvú= Xc] A$>®jAP’>®... ®~A>’j, (3. c)
no siempre existe, pero cuando existe es única [Elby-Bub 94]. Esto se considera de gran importancia
para algunas interpretaciones de la MC (como la de los muchos universos, las interpretaciones basadas
en la decoherencia, o las interpretaciones modales); véase [Elby-Bub 94]» De hecho en las
interpretaciones modales, la descomposición de Schmidt juega un papel central. Bibliografía sobre las
interpretaciones modales: [Van Fraassen 79, 91], [Kochen 85], [Healey 89], [Dieks 89, 94, 95], [Lahti
90] (la descomposición de Schmidt y la medida), [Albert-Loewer90], [Arntzenius 90], [Elby 93 a], [Bub
93], [Elby-Bub 94], [Clifton95 a, b, cl, [Vermaas-Dieks 95] (generalización de la interpretación modal a
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e’-
*
a) Estado factorizable (o estado producto). Si su descomposición biortogonal es e»
única y tiene un solo término; es decir, si se puede escribir como e»
u»
14f>=IA<1»OIR(2», (3. 77) e-
e»
donde i<~» es un estado del subsistema 1, y IB(2» es un estado del subsistema 2. u’
e
u’
b) Estado entangled53. Son aquellos que pueden escribirse de la forma (3. 75) con es
al menos dos coeficientes no nulos. Atendiendo a su descomposición biortogonal, los e»
estados entangled pueden, a su vez, clasificarse en:
u’
bí) Estado de Hardy (la razón para este nombre quedará clara enseguida). Son los e
e
estados entangled cuya descomposici6n biortogonal es única (y, recuérdese, la
u, *descomposición (3. 75) es única sólo en el caso en el que todos los ¡c,¡’s distintos de e.
cero sean diferentes). Es fácil comprobar, [Hardy 93], que los estados de Hardy tal ti
u’como fueron definidos anteriormente son de este tipo, y reciprocamente: todos los
II es
estados entangled en cuya descomposición de Schmidt los ¡c,¡ ‘s distintos de cero sean e
todos diferentes, admiten un argumento de Hardy54. es
e
e
~ En esta memoria hablaremos de estados “entangled”, conservando la traducción inglesa de los
términos alemanes que usa Schródinger (“Verschránkung”, traducido como “entanglement” y es
“verwickelten”, traducido por “entangled”), [Schródinger 35 a]. En castellano, el adjetivo entangled es
recibe, por lo menos, dos traducciones: “enredado”, por ejemplo en [Gonzalo 91] ,y “embrollado”, en *
[GarcíaAlcaine 92]. La importancia de los estados entangled fue advertida por Schródinger en e.
[Schrddinger 35 a], para él “[entanglement is] not (...) one but rather the characteristic trait of quantum
U
mechanics.” [Schródinger 35 b].
54 Sea ~ la matriz densidad que describe el estado de un sistema compuesto de dos subsistemas, u’
u’
cada uno de ellos con dos niveles (por ejemplo, el estado de espín de dos partículas de espín /2); se
definen las matrices reducidas asociadas a cada subsistemacomo: u’
1,, 1 u’
~22 ji
13 + ji24 <2> j + ji33 >3 + . (3. d) ti
=1 , ji:= k 22 4) u’
ji12+p34 ji +ji
ti
Dado un estado puro de la forma (3. 76), su descomposición de Schmidt (3. 75) se obtiene con la U
siguiente receta: c = 2> ,donde los {2>} son los valores propios de la matriz reducida ~»> (y también e»
Ude fr’>). Los {~A’»} son los vectores propios (normalizados) de fr», los lIB~>>1 son los vectores
U
propios (normalizados) de fr
2> y verifican 142» x”~Ef~F>~» ,donde los {»fl} son los coeficientes u-
» t»»’I>l>> 1(2)’ e
de ¡ y> Zj>IA? ®IJ§); véase [Albrecht 94]. Por ejemplo, la descomposición de Schmidt del
e
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b2) Estado máximamente entangled. Son los estados cuya descomposición
biortogonal no es única (de hecho siempre existen infinitas descomposiciones de
Schmidt55). El ejemplo típico de estado máximamente entangled es el estado singlete56
de dos partículas de espín 1/2
1 S2 =0,& = 0~=(¡u’> =+í>®Ia5~> =~l>~IGíI>=~~»1>®Iaj =+l>)/4V (3. 78)
en el que se ven las infinitas descomposiciones de Schmidt ya que el singlete tiene la
propiedad de que cualquiera que sea n
Ningún estado máximamente entangled admite un argumento de Hardy [Hardy 93],
[Cereceda96 c], [Kar96]; lo cual no deja de ser curioso ya que son estos estados los
que violan máximamente las desigualdades de Bell-CHSH [Kar 95].
es
donde
, c~ = —[(1 —~F/3/2]’ >2, (3. g)
Ay>>> =Isj>> = [21(5+ ~ ‘~ {I+<’>> +[( 1 + 4)/2J¡—~ >} , (3» i)
y, como ¡4!=Icj, es única.
~ La razón más evidente para el nombre de estados “máximamente entangled” es que existe un
número infinito de bases biortogonales y por tanto existen infinitas correlaciones perfectas entre las
partes del sistema. Véase [Shimony 95]. En la literatura hay diferentes definiciones de “indices de
correlación” que dan cuenta del grado de “entanglement” entre dos (o más) sistemas; por ejemplo, en
[Barnett-Phoenix 91] el indice de correlación se define como el contenido de información entre dos
sistemas, entendiendo portal la cantidad s>’> + S>2> — S, donde Ses la entropía total del sistema definida
en MC [Von Neumann 32] (Sec. y. 2) como, 5 = —tr(ñlnñ), y ~»í son las entropías parciales,
definidas como 5>> = »~tr(ñ~>lnñ(b. Ver [Schlienz-Mahler9S].
~ Otro ejemplo, es el estado triplete entangled, que, en particular puedeescribirse en las siguientes
dosbases de Schmidt:
= 1, 5 =0> = (Ial’> =+O® 1<2 = —1) +¡al> =—O® 1<’> =
= (¡a~’ =+i>® ¡a<’> =+i>—Ia<’> =~i>® ¡a<~> = (3.j)
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e. Generalizaciones del argumento de Hardy
(a) Generalización a dos partículas de espín s: En [Clifton-Niemann92], apartados 1
y 2, se demuestra que para todo s existen estados de espín de dos panículas de espín s
e Xc~~Is1’> =m>®¡sV> =n>, (3. 80)
que verifican las siguientes
52):




J~ (Sr’>— —~ s~j = —s) =0,





Con lo cual se puede hacer un argumento completamente similar al desarrollado para dos
partículas de espín 1/2, basado ahora en las propiedades (3. 81)43. 84).
(b) Generalización a n partículas de espín 1/2: Supongamos n partículas de espín 1/2
mutuamente separadas por intervalos de género-espacio. Sobre cada una de ellas
podemos elegir medir el espín en dos direcciones alternativas a o A
1. En [Pagonis-
Clifton 92] se muestra que cualquier estado de n partículas de espín 1/2
¡20 = c~~ dloiV>=mi>®Icrá2>=m2>0...®kt> =m~>, (3. 85)
e nl n








Nótese que la ecs. (3. 86) son las análogas a las ecs. (3. 49) y (3. 50) en el caso de dos
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similar al de dos partículas. Para más detalles consúltese la referencia original. El caso
n = 3 se trata con mayor amplitud en [Wu-Xie96].
3. 5. Elementos de realidad fuertes
3. 5. 1. Introducción
En las secciones siguientes reformularemos el argumento de incompletitud de la MC
propuesto por EPR, usando una versión aún más “inevitable” de “elementos de
realidad” (ERs) (que llamaremos elementos de realidad fuertes, SERs), que permite
eludir la “laguna [lógica] más significativa” del argumento original (ver la Sec. 3. 2. 7).
Ello aumenta la sensación de que la MC ha de ser “completable”, al menos, con esta
versión de ERs. En una segunda parte, sin embargo, se demuestra el teorema de Belí-
EPR con elementos de realidad fuertes, poniéndo aún más en evidencia la naturaleza e
intensidad del conflicto entre la MC y sus alternativas con variables ocultas locales. La
demostración de esta segunda parte se basa en modificaciones, técnicamente triviales
pero conceptualmente muy simplificadores, de argumentos descritos en secciones
anteriores.
La estructura de esta parte es la siguiente. En la See. 3» 5. 2, introducimos una
forma más detallada de la condición suficiente para una inferencia conjunta de varios
ERs, que llamaremos elementos de realidad fuertes conjuntos (SERs conjuntos); los
argumentos de las secciones posteriores se basan de manera crucial en la utilización de
los SERs introducidos en esta sección en vez de ]os ERs usuales de EPR. En la sección
3. 5. 3, formularemos el argumento de incompletitud de EPR en términos de SERs
inferidos a partir de mediciones conjuntas (en lugar de a partir de mediciones
alternativamente factibles como en el artículo original) en dos estados entangled de tres
partículas de espín 1/2: uno que es una extensión a tres partículas del estado de Hardy de
dos partículas, y el otro que es el estado de GHZ-Mermin. En la Sec. 3. 5. 4,
mostraremos la incompatibilidad entre la MC y los SERs (el teorema de Bell-EPR con
SERs) sobre los mismos estados entangled usados en la sección 3. 5. 3. Finalmente
resumiremos nuestras conclusiones en la sección 3. 5. 5.
El material de estas secciones forma parte de [Cabello-GarcíaAlcaine 95 b, 96 b, cl.
u’
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3. 5. 2. ERs inferidos de mediciones conjuntas
Llamaremos elementos de realidad fuertes (SERs, strong elements of reality) a
aquéllos que se obtienen con el criterio de EPR, tomando “podemos predecir” en el
sentido fuerte. Este nombre refleja su carácter actual (“real”, por contraposición a
“potencial”), a diferencia de los ERs que se usan en el artículo de EPR y en la mayor
parte de la literatura: los SERs corresponden a predicciones concretas, con valores bien
definidos, en lugar de a ERs con existencia abstracta pero sin valores concretos como
los que se infieren usando el sentido débil de “podemos predecir”. Adviértase, sin
embargo, que el criterio de EPR es una condición suficiente, y que el conjunto de
hipótesis empleadas para inferir SERs es de hecho más débil: ahora no se requiere CFD
(para efectuar inferencias alternativas) que se usaba implícitamente en el argumento
original de EPR.
Garantizaremos que se cumple la frase “sin perturbar de ninguna manera el sistema
del criterio de EPR imponiendo el requisito de que el sistema al que se asigna el ER esté
fuera de los conos de luz con vértice en los puntos en los que se efectúan las
observaciones necesarias para hacer la predicción. Así es como se infieren los ERs en el
artículo de EPR y está de acuerdo con las ideas de Einstein sobre sistemas compuestos y
la independencia entre las propiedades de sus partes: “La situación real del sistema S2 es
independiente de lo que se haga con el sistema S1, que está espacialmente separado del
anterior.” [Einstein 49]57. Más explícitamente, formularemos la condici6n suficiente
para la existencia de un SER de la manera siguiente:
El SER no es necesario que sea el valor de la cantidad física, sino cualquier cosa que
determine unívocamente dicho valor. Por ejemplo, en la teoría de Bohm la posición de la
partícula a la entrada de un aparato de Stern-Gerlach es la que determina el valor de la
correspondiente componente de espín [Bohm-Hiley 95]. En cualquier caso, para
remos un sistema lisico con doE~attes1 ~ -S~-;- y d¿s- retáór4s--Ri - R¿dé
- sus tubos de universo respevtivas sepflada~ por un intetúáló -- -~ -- -d6g~nét6te~púció?Si
pádcnios ptedecir con ceúteza el valotcoutreto de úna csndd~d ffsk4 ~it R~ apÉfflr dey
resúlia4o de una medida efectusda 6fl -R>~ entonces existe un dementó de reaUdcid
- - ;ffiért~ (SER~ que cortespondea ~ darni4~d- física, al menos eh la psde d~1 tubo de
universo de S~ que está fuera de los conos de lu~ fúturos con V4rtwes enR1 y antes de
cúalqaier permrbaci~n -externa sobre $~.
Ya citadaen la nota 5 de este capitulo.
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simplificar los argumentos identificaremos el SER con el valor de la cantidad física que
predice.
Nuestro siguiente paso es ilustrar cuándo varios SERs pueden asignarse
conjuntamente al mismo sistema individual. Supongamos que hacemos una medición en
una región R1 del tubo de universo de S1, y que e] resultado obtenido nos permite
inferir un SER r<
2> en S
2 siguiendo nuestro criterio anterior. Sobre el mismo sistema
individual, supongamos que un segundo observador hace una medición en una región
1?? del tubo de universo de S2, separada por intervalos de género-espacio de R7, y que
su resultado le permite inferir un SER Á~> en en su estado preparado originalmente
(antes de cualquier perturbación). La persistencia del SER r~2> después de la medición
en R, no está garantizada (en general la medida perturba el subsistema S
2; podría
incluso destruirlo); lo mismo se puede decir del SER É~> después de la medición en R1.
De acuerdo con la condición suficiente para la existencia de SERs, podemos asignar a
ese sistema individual dos SERs conjuntos, r<1> y r~2>, al menos en las partes de lostubos de universo que están fuera de los conos de luz futuros con vértices en R
1 y J?2
(coloquialmente, en las partes de los tubos de universo “anteriores” a las mediciones):
un caso simplificado se muestra en la figura 3. 2.
Para cualquier par de sucesos (puntuales), uno en cada región, siempre existe un
sistema de referencia inercial en el cual ambos sucesos son simultáneos. Por tanto, es
tentador adoptar la terminología usual y decir que los SERs conjuntos son
“simultáneos”, pero hemos evitado esto para enfatizar que la existencia combinada de
0’> y r (2> en el mismo sistema individual no depende de ninguna elección externa de
referencia] inercial. No es necesario preocuparse por ]a instanteneidad de las mediciones
o por su existencia sobre secciones tridimensionales simultáneas de los tubos de
universo de S, y S2, y la generalización a sistemas con tres o más partes separadas por
intervalos de género-espacio es inmediata: el único requisito sobre el sistema compuesto
es que se puedan hacer predicciones con certeza sobre propiedades (posiblemente no-
locales) del sistema individual en alguna región del espacio-tiempo (anterior a cualquier
perturbación externa), basadas en mediciones efectuadas en otras regiones separadas por
intervalos de género-espacio.
eCapitulo 3. El teorema de Bell-EPR
3. 5. 3. El argumento de EPR con SERs conjuntos
Vamos a seguir el dictado de EPR antes citado, de encontrar los ERs “apelando a los
resultados de experimentos”, y vamos a reformular el argumento de incompletitud
usando sólo ERs inferidos de mediciones conjuntas en un mismo sistema individual (los
SERs conjuntos, definidos en la sección anterior), sin hipótesis a priori de CFD para




F¡g. 3. 2. Para simplificar la representación hemos supuesto que las secciones de
los tubos de universo de los subsistemas S, y S~ con el plano de la figura tienen bordes
rectos bien definidos y anchura constante (lo que es una obvia idealización, que elude
los problemas asociados con el soporte no-compacto y el ensanchamiento de la parte
espacial de las funciones de onda). El resultado de una medición en la región R, del
espacio-tiempo se usa para inferir un elemento de realidad r<
2> en el subsistema S
2, al
menos fuera de los conos de luz futuros con vértices en R,, y antes de cualquier
perturbación externa sobre ~2’ Otra medición efectuada en 1?Q cambia en general el
estado del subsistema ~2 (~2 podría dejar de existir), y la persistencia de r~2> como
elemento de realidad ya no está garantizada. El mismo razonamiento se aplica cuando se
intercambian los índices 1 —* 2. Existen elementos de realidad fuertes conjuntos 0’>,
r(2> al menos en las partes de los tubos de universo fuera de los conos de luz futuros
con vértices en R
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tienen ningún estado propio común; ésta es la condición relevante, y no simplemente la
de que los observables sean incompatibles (que requiere sólo que no exista una base de
estados propios comunes, lo que permitiría en principio la existencia de estados libres de
dispersión conjunta).
Consideremos un sistema formado por tres partículas de espín ¡/2 en regiones
separadas por intervalos de género-espacio, preparadas en el estado entangled de espín
(en la base de estados propios de los operadores d•%~>, 1=1,2,3),
(3. 89)




donde P(a~2>= lIa~’>=+ 1) denota la probabilidad condicionada de obtener el valorx 7
a2> =~l si a<~> =+l. Si medimos al1> sobre la primera partícula y obtenemos el7
resultado +1, la propiedad (3. 90) nos permite asignar un SER at2> =—l a la segundax
partícula, al menos mientras no se la perturbe. Análogamente, si un segundo observador
mide a{2> sobre la segunda partícula y obtiene el resultado +1, la propiedad (3. 91) le
permite asignar un SER aQ> = —1 a la primera partícula antes de ser perturbada.
Consideremos ahora el observable no-local (y no-factorizable) definido mediante el
proyector
ft(t+2) = 1—1— —><— —~ (3. 92)
en el sistema formado por la primera y la segunda partículas. Este observable irt~2> es
compatible con al’> y al2> pero no con aQ> y ah>; de hecho, es fácil comprobar que no
existe ningún estado propio común de los tres operadores &‘> 01(2>, ¡tI)
(1*2)
ir
En el estado (3. 89),
(3.93)
Consecuentemente, si un tercer observador mide al3> y obtiene el resultado +1, puede
asignar un SER ~ <‘‘a> =1 al sistema formado por la primera y la segunda partículas.
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4
4
La probabilidad de obtener los resultados a~1~ = +1, a~2> -. ~ ¿3> = ±1en una 4.7 2
medida conjunta de los tres observables a¿¡> en regiones espacialmente separadas del
4’-
mismo sistema físico individual es no nula: e»-
e»
~V~l>—»+1, a2>=+l, a?>— +l)=~aI2. (3.94) e»
*
En un sistema físico individual en el que se obtienen estos tres resultados, usando (3. 4’
90), (3. 91) y (3. 93) podemos inferir tres SERs conjuntos: a2>= 1, a57> — — ly 4’
e
—1. Como no existe ningún estado propio común de los correspondientes e
observables, siguiendo a EPR podríamos concluir que el estado cuántico “no *




Podríamos intentar un argumento de incompletitud similar con el estado de las dos




(un ejemplo de estado de Hardy; ver la Sec. 3. 4. 4), que verifica las propiedades (3.
90) y (3. 91) y es un estado propio de fttl+2> con valor propio 1. Pero entonces, los U
U
valores a2> = —1, a» = —l y ~~tt+2>= 1 no satisfarían nuestra condición suficiente
para ser considerados SERs conjuntos, ya que la preparación del estado (3. 95), que e
garantiza el valor ,rtí+2> = 1, estaría en el pasado causal de las mediciones usadas para es
esinferir los otros dos valores58. Por supuesto, los ERs conjuntos podrían existir aunque e
no se satisfaciese esta condición suficiente, pero no necesitamos preocuparnos por e-
u’
u’
58 Relacionado con esto está la discusión de qué tipo de elementos de realidad se pueden definir en el es
argumento dc Hardy. En [Mermin94 b], p» 883, se señala que cuando en un estado la condición de u’
predictibilidad no se encuentra en todos los disparos del experimento sino sólo en una fracción, U
incontrolable, de ellos —como ocurre en el argumento de Hardy—, entonces no se puede “aplicar un ti
argumento del tipo del de EPR”. Con nuestra terminología, eso quiere decir simplemente que no tiene u’
e
sentido hablar de elementos de realidad débiles en el argumento de Hardy. Sin embargo, si se consideran
u’
elementos de realidad fuertes, aunque la condición de predictibilidad sólo se de en uno de los posibles
resultados de una medición, bastará que al hacer tal medición en un sistema individual y se obtenga tal
resultado para, aplicando la letra del criterio de EPR, inferir el correspondiente elemento de realidad e
fuerte en dicho sistema individual; luego con esta acepción, sí tiene sentido hablarelementos de realidad U
en el argumento de Hardy. Hardy emplea la siguiente condición suficiente; nótese que en ella ha ti
desaparecido la expresión “sin perturbar (ergo no presupone localidad): “If we can predict with es
certainty (i.e., with probability equal to 1) the result of measuring a physical quantity, then there exists u’
u’
an element of reality corresponding to this physical quantity and having a value equal to the predicted
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definiciones más precisas de ERs, porque la simple introducción de la tercera partícula
nos permite formular el argumento de incompletitud en términos de SERs que verifican
estrictamente la condición para una inferencia conjunta; en este nivel “gedanken” no nos
preocuparemos por posibles dificultades adicionales en la preparación experimental del
estado de tres partículas (3. 89) en relación con el estado de Hardy (3. 95).
Se puede obtener una demostración de incompletitud todavía más fuerte usando el
estado de GHZ-Mermin de tres panículas de espín 1/2:
(3» 96)
Denotemos por A1 = 6) 0 &<~‘, Á2— &<‘~ O 61 Á3= 06<2< En este estado,y y X X 3
¡%(A~ =e~j a~’> —e~)=1, e> =+1 j=l, 2, 3. (3. 97)
No existe ningún estado propio común a ninguna de las parejas de observables A>, y
sin embargo se pueden inferir SERs conjuntos para los tres, midiendo a{¡> en tres
regiones mutuamente separadas por intervalos de género-espacio, y ello cualesquiera
que sean los resultados obtenidos en estas mediciones (en el ejemplo anterior nos
teníamos que restringir a aquellos sistemas físicos individuales en los que a~¡> = +1,
./ = 1, 2, 3); el precio que hay que pagar para esta extensión del argumento a todos los
sistemas individuales preparados en el estado (3. 96) es que los tres observables
incompatibles a los que se asignan SERs conjuntos son ahora no-locales (aunque
factorizables), en lugar de un observable no-local y dos locales en el ejemplo
“probabilistico” anterior.
En ambos ejemplos (3. 89), (3. 96) se ha formulado el argumento de incompletitud
en términos de SERs conjuntos, inferidos a partir de mediciones conjuntas
(“simultáneas”, en la terminología usual) sobre el mismo sistema individual; tal
formulación se había considerado imposible hasta ahora LClauser-Shimony 78],
[d’Espagnat 93], [Shimony 93]59.
~ Emilio Santos, en un e-mail del 25 de mayo de 1995, dice, refiriéndose a uno de nuestros
“preprints”: “La segunda sección del artículo es curiosa por la demostración que hacéis de que puede
haber tres observables no compatibles que, sin embargo dan lugar a elementos de realidad fuertes
simultáneos. En ¡-ni opinión eso refuerzanotablemente el argumento de EPR de que la mecánica cuántica
es incompleta, porque libra al argumento de la crítica más importante.”
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3. 5. 4. El teorema de Bell-EPR con SERs conjuntos 4’
En esta sección vamos a ver cómo, con argumentos completamente similares a los de
la sección anterior y en los mismos estados entang]ed allí considerados, podemos
obtener demostraciones del teorema de Bell-EPR con SERs conjuntos. Estos
argumentos son simples variantes de los de Hardy y Mermin que vimos en las Secs. 3.
4.4 y 3.4. 2.
El estado (3. 89) tiene las siguientes propiedades adicionales:
=—lI a’>=+l)=l, (3.98)
J%(al’>=—11a12>=+l)=l, (3.99)
1$ (al’> =±I,a2>—±l,al3> — +l)=!¡a12. (3. 100)4
Si medimos los observables alEl, a» y al3>, y obtenemos +1 en los tres casos (la
probabilidad de que ocurra esto es, de acuerdo con (3. 100), distinta de cero), las
propiedades (3. 98) y (3. 99), junto con la propiedad (3. 93), nos permiten inferir
respectivamente tres SERs conjuntos asociados con los observables compatibles al2>,
ah> y ~(I+2> con valores predichos —1, —1 y l,respectivamente. Pero de acuerdo con
la MC, en una medida conjunta (que es en principio factible) de estos tres observables
ti>en cualquier estado, si los dos primeros resultados son = at2> — — l,el tercero será
7
necesariamente r~1~2> = 0: LaMC no es compatible con los elementos de realidad de
EPR, incluso en su forma menos controvertible (los SERs conjuntos).
El estado (3. 89) es el producto tensorial del estado de Hardy (3. 95) por el estado
1±>de la tercera partícula, entangled con el estado producto [—. —> de las dos primeras
partículas por el estado j—> de la tercera. La presencia de la tercera partícula permite
probar la incompatibilidad con la MC (el teorema de Bell-EPR) usando sólo tres SERs
conjuntos que jamás pueden encontrarse como resultados de las correspondientes
mediciones, no sólo en el estado (3. 95), sino en cualquier estado cuántico; por el
contrario, los dos ERs del argumento de Hardy, al> = 1, al2> — ~l, nunca pueden
obtenerse en una medida conjunta sobre el estado (3. 89), pero sí existen otros estados
en los que se pueden obtener esos resultados.
La contradicción que encontró Mermin (ver Sec. 3. 4. 2) en el estado de 0HZ-
Mermin (3. 96) entre ERs para observables compatibles y la MC también se puede
formular en términos de SERs conjuntos. Llamemos ft=6j O t<~~>, A — a~> oy 2 y y
A
3 — &~,‘> 0612>; entonces en el estado (3. 96),
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J~}P1=e,Iaí’>—e1)=l, e =±l, j=l, 2,3, (3. 101)
ti> t2> t~>
P~(a~a~ a; = —l)=l» (3. 102)
Si se miden los tres a?> en regiones espacialmente separadas de un mismo sistema
individual preparado en el estado (3. 96), la ec. (3. 101) permite inferir tres SERs
conjuntos, fi, =c>, que deben verificar la relación e~ e2 e3 = — l,de acuerdo con la ec.
(3. 102). Por otro lado, el producto de los tres observables compatibles fi» es el
.1
operador identidad, y por tanto no hay ningún estado cuántico en el que los resultados
de sus mediciones sobre el mismo sistema individual satisfagan tal relación (cada
resultado es ±1,pero e] producto de los tres es siempre +1). Esto prueba de nuevo Ja
incompatibilidad entre MC y SERs.
Nótese que todos los observables que hemos usado en las medidas necesarias para
inferir FRs en las Secs. 3. 5. 3 y 3. 5. 4 son componentes de espín de una partícula, y
por tanto no debería haber ninguna dificultad para su medición conjunta y la
correspondiente inferenciade tres SERs conjuntos. Las no-localidades aparecen sólo en
los observables a los que se asignan los ERs; en este sentido la verificación experimental
de las predicciones de las Secs. 3. 5. 3 y 3. 5. 4 podría ser problemática, pero nuestros
ejemplos (gedanken) muestran las diferencias entre la teoría cuántica y cualquier teoría
que incluya elementos de realidad a la EPR: los ERs no se pueden usar para “completar”
la MC.
3. 5. 5. Sumario
Usando sólo lo que hemos llamado “elementos realidad fuertes conjuntos”, inferidos
a partir de mediciones conjuntas sobre el mismo sistema individual (elementos de
realidad más actuales que los usuales ERs potencialmente inferidos a partir de
mediciones alternativamente factibles), hemos llegado a las siguientes conclusiones:
i) Si aceptamos la aparentemente inocente condición para la existencia de elementos
de realidad, existirían SERs conjuntos para observables sin ningún estado propio
común. Bajo estas premisas, la MC sería incompleta. Esta formulación del argumento
de EPR en términos de SERs conjuntos se había considerado imposible hasta ahora.
u) Hay SERs conjuntos (“simultáneos”, en la terminología usual) para observables
compatibles que, de acuerdo con la MC, jamás pueden obtenerse como resultados de las
correspondientes mediciones conjuntas en ningún sistema individual. Por tanto, por
u’
176 Capítulo 3. El teorema de Bell-EPR
muy plausibles que Tesulten, los elementos de realidad son incompatibles con la MC (el
teorema de Bell-EPR).
Ambos resultados se han demostrado usando argumentos completamente similares
sobre los mismos estados entangled (3. 89), (3. 96). e»
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“Is the Bell-KS theorem sillyT’
[Mermin 93 b], p. 811.
“... one should constantly look for new ways lo deal with oid ideas, new ways to
apply knowledge. One should take delight in surprises — in turning things upside
down.”
[Mermin 90 d], p. 32.
“Belí [Belí 66] argued that the general requirement of noncontextuality cannot be
justified on physical grounds, but pointed out that a special case of noncontextuality is
physically plausible. If (...), the requirement of noncontextuality (...) becomes a
)ocality condition.”
[Bub 95], p. 1257.
“J. 5. Bell’s classic 1966 review paper on the foundations of quantum mechanics
led directly to the Belí nonlocality theorem. It is not widely appreciated that the review
paper contained the basic ingredients needed for a nonlocality result which holds in
certain situations where the Belí inequality is not violated.”
[Brown-Svetlichny 90], p. 1379.
*
Capítulo 4
Relaciones entre el teorema de Belí-
KS y el teorema de Bell-EPR
4. 1. Introducción
En este capítulo se aborda la relación entre las demostraciones del teorema de BKS
(o de Bell-KS) de imposibilidad de variables ocultas no-contextuales estudiadas en el
capítulo 2 y las demostraciones algebraicas del teorema de Bell-EPR de imposibilidad d.e
variables ocultas locales examinadas en el capítulo 3. El propósito fundamental de este
capítulo es insistir en que las desigualdades de Belí no son la única forma de demostrar
teóricamente la imposibilidad de variables ocultas locales (el teorema de Bell-EPR) sino
que tal demostración puede hacerse usando argumentos geométricos del mismo tipo que
los empleados en el capítulo 2.
El capitulo está dividido en dos partes distintas (que tienen en común el que en
ambas se aplican argumentos de BKS para demostrar la imposibilidad de variables
ocultas locales). La primera ocupa la sección 4. 2, y en ella se resumen los trabajos de
Heywood, Redhead, Stairs y otros autores, en los que se aplicaban por primera vez los
argumentos geométricos de tipo BKS a sistemas de dos partículas espacialmente
separadas en un estado entangled de espín. En 4. 2. 1 se enumeran algunas de las
motivaciones originales de estos trabajos, y en 4. 2. 2 se presenta el resultado principal:
el teorema de “BKS con localidad”; en 4. 2. 3 se sugiere una versión probabilística de
este teorema, análoga a la discutida en 2. 3. 6 para el teorema de BKS.
La segunda parte ocupa la Sec. 4. 3, e incluye nuestras contribuciones sobre la
relación entre las demostraciones del teorema de BKS y las del teorema de Bell-EPR. En
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ella veremos cómo se derivan algunas de las demostraciones algebraicas aditivas de
imposibilidad de variables ocultas a partir de la demostración con 18 direcciones en
dimensión 4 del teorema de BKS introducida en 2.4. 2. Este estudio comienza en 4. 3.
2 dando una interpretación física de las proposiciones que aparecen en el conjunto CEO- 4’-
18, en términos de los estados de espín de dos partículas de espín 1/2. En 4. 3. 3 se
extrae una versión dependiente del estado de CEG- 18 (con 10 proposiciones más el
4’
singlete) que esencialmente es una versión aditiva de la demostración de Peres con
elementos de realidad “recursivos” del teorema de Bell-EPR. En la Sec. 4. 3. 4 se hace e»
una simplificación adicional de manera que se puede demostrar un resultado similar con e»
e»
sólo cinco proposiciones más el singlete. Fn 4. 3. 5. se deriva la demostración de Hardy
del teorema de Bell-EPR como una versión probabilística derivada a partir de CEO-lS. *
En la Sec. 4. 3. 6 se ve cómo se puede hacer un tratamiento similar a partir de la e
demostración con 36 direcciones en dimensión 8 de Kernaghan y Peres estudiado en la u’
esSec. 2. 6. 2. Por último, en la Sec. 4. 3. 7 se resumen los requisitos suficientes que e
debe cumplir una demostración aditiva del teorema de BKS para poder interpretarse u’
como una demostración algebraica de imposibilidad de variables ocultas locales, ti
e
Las Secs. 4. 3. 3 y 4. 3. 5 forman parte de [CEO 96 a], y la Sec. 4.3. 4 forma parte u’
es
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4. 2. El teorema de BKS con localidad
4. 2. 1. Introducción: Escapatorias al teorema de BKS,
motivaciones para un teorema de BKS con localidad
Vamos a ver las dos objeciones más serias apuntadas en la literatura sobre la
relevancia real del teorema de BKS, que denotaremos (i) y (u). El primer reparo sobre la
importancia de las conclusiones del teorema de BKS es el que sugiere Belí en [Belí 66]
y que ya comentamos en la Sec. 2. 3. 3:
(i) La no-contextualidad de las variables ocultas exigida en BKS no es un requisito
exigible a priori a cualquier teoría de variables ocultas.
Según Belí, para eludir (i) habría que reemplazar la hipótesis de no-contextualidad,
por otra exigible en base a las evidencias experimentales, por ejemplo la localidad.
Como hemos visto, esto es lo que hace precisamente el teorema de Bell-EPR.
Otra posible objeción al teorema de BKS está relacionada con el formalismo
matemático de su demostración: los observables implicados en las demostraciones del
teorema de BKS son todos observables asociados a operadores degenerados (que
también llamaremos operadores no-maximales); esto ocurre porque cualquier
observable A implicado (de manera esencial) en una demostración de BKS ha de ser
compatible con al menos otros dos B y C que son, a su vez, mutuamente incompatibles
(es decir, [A, Rl = [A, C] = 0; [B,C] !=O, de donde se deduce que Á debe ser
degenerado); Físicamente esto quiere decir que cada observable aparece en la
demostración en al menos dos contextos experimentales distintos. Un teorema de
Maczynski, [Maczynski 71 a], teorema 4. 4 (ver también [Maczynski 71 b]), muestra
que se puede completar consistentemente cualquier asignación (manteniendo las demás
hipótesis de BKS) de valores a observables, si tal asignación sólo se pretende para
observabies asociados a operadores maximales, es decir,
(u) El teorema de BKS deja de ser cierto si sólo se asignan valores predefinidos a
observables maximales.
Así pues, el teorema de BKS depende esencialmente de la asignación de valores a
observables no-maximales. El resultado de Maczynski es compatible con el hecho de
que e] lema de Gleason y el teorema de BKS sólo sean ciertos para espacios de Hilbert
de dimensión mayor que dos, ya que en dimensión dos todos los operadores
autoadjuntos no triviales (distintos de la identidad) son maximales.
es
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Esta objeción (ji) sugiere una posible escapatoria al teorema de BKS propuesta por
van Fraassen, [Van Fraassen 73, 79] (ver también, [Van Fraassen 91], pp. 36 1-362).
La escapatoria de van Fraassen consiste en suponer que sólo los operadores maximales e»»
están asociados inambiguamente a observables físicos, mientras que un operador no- e»-
maximales puede corresponder en una teoría de variables ocultas a varios “observables”
diferentes1. Más concretamente, la escapatoria a BKS propuesta por van Fraassen se ti»
resume en asociar a cada operador no-maximal A un conjunto de “observables”
{AB,AC, ...} de manera que cada “observable” está asociado a cada uno de los u»
operadores maximales de los que A es función (Á = f(B), A = g(C), . . .)t Como un
*
operador no-maximal puede estar relacionado funcionalmente con muchos operadores e-
maximales, algunos incluso mutuamente incompatibles, se podrán asignar valores e-
diferentes a un mismo operador no-maximal, por ejemplo dependiendo de que A se e
mida midiendo A y aplicando la función Jal resultado o midiendo ¿ y aplicando la u’
U
función g. Así pues, el valor de A depende del contexto de la medida, y aunque se sigue
cumpliendo v(AB) = f[v(R)] y v(Ac) = g[v(Cfl, ello no implica necesariamente que e
v(A~) =v(Ac). En definitiva, en el modelo de van Fraassen los resultados asociados a es
“observables no-maximales” en general sí dependen del contexto. Lo único que se u’
e
pierde en la descripción según este modelo de variables es la hipótesis de que la e
identidad entre las estadísticas de las medidas implica la identidad sin más entre los u’
observables, st
e
En vista de la profusión de observables que hace falta introducir, se ha bautizado a u’
u’
esta alternativa de variables ocultas como la MC de-ockhamizada [Redhead 87], p.
135~. Esta “de-ockhamización” no hace falta hacerla en todas partes; el modelo de van e-
Fraassen supone que los operadores autoadjuntos maximales sí corresponden cada uno e
a un único observable.
e
u’
Dos observables A y A’ empíricamente equivalentes y representados en MC por el mismo ti
operador A, podrían tener, en una teoría de variables ocultas, valores definidos distintos y aún así las
epredicciones estadísticas de esta teoría de variables ocultas seguir siendo compatibles con las de la MC,
u’
como muestra un teorema debido a Gudder, [Gudder 68].
2 Se puede demostrar, [Redhead 87], Pp. 20-22, que si B y ¿ son dos operadores no-conmutativos
maximales, y si Á = f(ñ) y Á = entonces ~idebe de ser un operador no-maximal. u’
~ Guillermo de Ockham fue un monje franciscano del siglo XIV, parte dc cuya filosofía se resume e
en el aforismo (atribuido) “Essentia non sunt multiplicanda praeter neeessitatem” (la esencia no debe ti
multiplicarse excepto por necesidad). La idea que trata de expresar es que, ante teorías alternativa que den ti
cuenta por igual de los hechos, debe preferirse aquélla que sea más sencilla. El término usar la “navaja de e-
u’
Ockham” —para eludir una excesiva complicación— fue acuñado en el siglo XIX por Sir William
e-
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Dado un sistema compuesto de dos subsistemas 1 y 2 con espacios de Hilbert
asociados ifí> y Ht2>, respectivamente, diremos que un observable es localmente
maximal si se representa en MC por un operador del tipo Átí> ® ¡<2> o ¡~~> ® flt2> sobre
¡¡ti> ®Ht2>, donde Át> (Bt2>) es un operador no-degenerado en ¡¡~~> (¡¡t2>), e
denota la identidad en
A la vista de las dos objeciones apuntadas sobre la relevancia del teorema de BKS,
una pregunta interesante es saber si se puede extender el teorema de Maczynski a
observables localmente maximales, es decir si se puede evitar una contradicción del tipo
BKS si sólo pretendemos asignar valores de variables ocultas a observables localmente
maximales. La sugerencia de que éste sería un tema interesante de investigación fue
hecha en [Bub 76]. Una “demostración” de que tal extensión del teorema de Maczynski
es posible puede encontrarse en [Demopoulos 80], Sec. y, addenda. Sin embargo, en
[Humphreys 80] y [Bub 80] se discute esa demostración y se llega a la conclusión
contraria. De hecho, el argumento de la próxima sección es un contraejemplo a tal
extensión y demuestra que sí se pude hacer un argumento de BKS (dependiente del
estado) usando sólo observables localmente maximales.
4. 2. 2. El teorema de BKS con localidad
En esta sección se enuncia y demuestra lo que llamaremos el teorema de BKS con
localidad. Antes de empezar conviene hacer énfasis en tres puntos:
(a) El teorema de BKS con localidad elude las objeciones de Belí y van Fraassen
sobre el teorema de BKS, debilitando las hipótesis sobre las variables ocultas que hacían
falta en el teorema de BKS.
(b) El correspondiente teorema es pues un teorema de imposibilidad de variables
ocultas locales (como el teorema de Bell-EPR’1Q.
(c) Su demostración utiliza los mismos argumentos algebraicos que se usaban en las
demostraciones (como la original de KS o sus variantes) del teorema de BKS5.
‘ En [Elby-Jones 92] y [Elby 93 b] se defiende incluso que las hipótesis del teorema de BKS con
localidad son más débiles que las del teorema de Bell-EPR y por tanto su conclusión más general.
~ [Brown-Svetlichny 90], p. 1379: “i. 5. Bell’s classic 1966 review paper on the foundations of
quantum mechanics led directly to the Belí nonlocality theorem. It is not widely appreciated that the
review paper contained the basic ingredients needed for a nonlocality result which holds in certain
situations where the Belí inequality is not violated.” [Heywood-Redhead 83], p. 481:”... particularly
after the work of Kochen and Specker [KS 67] and Belí [Belí 641, two serious allegations have been
u’
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Aparentemente, la conexión entre el teorema de BKS (de imposibilidad de variables
ocultas no-contextuales) y las variables ocultas locales fue sugerida por Simon Kochen
en un trabajo no publicado a principios de los años 70; independientemente, una idea
similar desarrollada por Alíen Stairs en su tesis doctoral [Stairs 78]6. Los primeros
artículos publicados sobre el teorema de BKS con localidad son [Heywood-Redhead
4’83] y [Stairs 83]; comparaciones entre ambos artículos pueden encontrarse en [Stairs
4’-
83] y [Brown-Svetlichny 90], en éste además se sistematiza la demostración de Stairs7.
El enunciado del teorema que veremos aquí es esencialmente el de [Brown-Svetlichny e»
90], la demostración, sin embargo, es más parecida a la de [Elby-Jones92] (ver también e»
[Elby 93 b]) ya que es la única que reúne las siguientes tres características: 4”
u’
e»»(i) Es una demostración finita (al contrario que la de [Brown-Svetlichny 90] que,
como se señala en [Brown 93], p. 112, requiere un continuo de observables).
es
(u) Usa un número reducido de observables. Se basa en el conjunto totalmente no- e’-
coloreable en dimensión 3 que en el capítulo 2 llamamos P-33 (y no en KS-l 17, como
sugieren [Heywood-Redhead 83]). u’
u’
u(iii) Sólo necesita observables localmente maximales (al contrario que [Heywood-
Redhead 83], que manejaban cuadrados de componentes de espín de dos partículas de







brought against realism in quantum mechanics. First, that a realistic interpretation involves an algebraic es
contradiction—this charge came from the work of Kochen and Specker. Second, that realism entails u’
nonlocality—this came from BelEs work. In this paper, by showing that any local realism leads to a ti
Kochen-Specker type of contradiction, we shall show how the results of Kochen-Specker and Belí are U
tinked.” ti
ti6 Por ejemplo, en [Heywood-Redhead 83], p. 481, se dice: “Ihe connection between nonlocality and
e»
Wc Kochen-Specker paradox appears to liave been suggested by Simon Kochen in an unpublished
comment to A. Shimony. (Wc are grateful to Professor Shimony for this information.) The idea was
developed in a rather different context by Stairs [Stairs 78].” Comentarios similares pueden encontrarse e
en [Stairs 83], p. 581, y [Shimony 84 a], p. 36. u’
»‘ Bibliografía adicional sobre el teorema de BKS con localidad: [Krips 87] (Cap. 9), [Redhead 87] st
(Cap. 6), [Elby 90 a] (generalización del teorema de BKS con localidad a teorías de variables ocultas u’
factorizables estocásticas), [Elby 90 b]; [Penrose 92, 93, 94 a, b] y [Zimba-Penrose 93] hacen una es
demostración del teorema de BKS con localidad con dos partículas de espín 3/2 preparadas en el estado u’
e
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Siguiendo a [Brown-Svetlichny 90], con los necesarios cambios de notación para
ser consistentes con la usada hasta ahora, consideraremos las siguientes hipótesis sobre
un sistema compuesto de dos partes 1 y 2 separadas por un intervalo de género-espacio:
Demostración: Dados tres números reales distintos de cero y distintos entre sí
(a, b, c}, para cada trío de direcciones mutuamente ortogonales O = {x, y, zl podemos
definir el observable localmente maximal de la partícula 1
= a(SI’>? + b(S~’>)2 + (4. 1)
cuyos posibles resultados son { h~ = b + c, lz~ = a + c, h
7=a+b}. Ya vimos en la
Sec. 2. 4. 3. a lo que representaba y cómo se podía medir este observable.
Consideremos ahora un sistema de dos partículas de espín 1 preparadas en el estado
de espín total cero (singlete), que se puede escribir como
~De (BKSLl) y (BKSL3) se deduce que v(A<”) ha de pertenecer al espectro de Á(L) y análogamente
Dt$L1) S~pard4lidad: onalqula ~b a~ k~áIuwnte maximal A<t>; -(t0r~0t1t~a9 por operá4oru k’½gj% J«~ 0i$t dond0 k<, $~ soú 1W
~ tInt*5M~s1flha~ d4*4~#tt4 ¿~, coi~ tálótes fesp~tiv»S
~Jv~$$h~E~t~sv~kt~
~4 tftd~ 4É tire>
- ftfll es d~sflh#4 uá~1r4iru«tse~htát1<fr i& ~$<W$-4,i~$~ta.1 y t> sobr~ ~i
-si~teÉÁ~»2, -
$~ÑSL2) Lo~raUd4 v(A% no c~ ~~4tha tkVdI4±L4e tnedzcióá ca 2
(~qgtgdo d~ 1 &uuiint~t~lo de ‘g - An~k~atnenw y (1? 2» - no ‘eN. -
sNtsibk sitingana ~Wcoió~ide-medición
$Z$2) $i4cesós coñjuñcos &dt4t4~:&PtAM-~»-a~t)-#bY-~-O esat~
~ j - --«Á« { ,
Teorarn’~k B~4~Y coit » --i6<4li444: Uqá otAa {49 4~&~a) de> v4riahics oQuit~s que
satisfAga (ti.>, <~t&5 y
0$ i~40t~sistCfltO con la dés~ripdión - , -
mec~*dMáoadepMoS4e pazUcui4t d~t4jñ 1 ~4t~~t~s e~t*l eflado sihg-ki~ de
y (42) debe de pertenecer al espectro de 42½
u’
4’-
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4’-
4’> = [SI’>= +1> ®[s2> — —í> +[s~> — (4. 2)
—Is:’> =o>®Is;> —0>]/ 3
para una dirección cualquiera n, o como
14’> = —[sI’> —0>0 [S> = 0>— [St’>—0>0 ~2>= o>
+¡S’> —o> ®Js12>= o>]¡ 3
para cualquier trío de direcciones ortogonales O = {x, y, z}, o equivalentemente, en










—h >0[s12> =0>]! 3
e
*
9Para completar el argumento necesitamos un lema previo
Lema: En un sistema individual en el estado singlete, dadas tres direcciones
mutuamente ortogonales O = {x, y, z},uno y sólo uno de los valores v(SI>), y(S)),
y (






Demostración. Al medir J4<í> sobre la panícula 1 se obtendrá uno de los valores












Vamos a demostrar, por reducción al absurdo, que ninguno de los otros dos valores
puede ser cero: supongamos que al medir ¡¡0<1> se obtiene h~ con lo que v(S2>) = 0,
supongamos por un momento que además ~(
5~t2>)= 0; teniendo en cuenta que para el
smglete
~ La relación entre los estados propios de S
1> y los de H” es
= —> = [id:’ h> + [H’’ = h>]/ 2,
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J»?~,,(HI’>=k, 59> —0)—O, con i!=j, (4.6)
.1
entonces, de acuerdo con (BKSL3), v(H0<í>) = h~; sin embargo habíamos supuesto que
al medir ¡¡~~> se obtuvo v(H0t1>) — h~ (h~ !=Ii>»), luego llegamos a una contradicción. El
razonamiento es analogo para cualquier otro resultado de medir ¡¡~ O> ,q.e.d.
El lema anterior es cierto para cualquier elección de direcciones mutuamente
ortogonales O = {x, y, z} ; pero sabemos por el argumento geométrico que hay detrás de
la demostración del teorema BKS que existen conjuntos de direcciones para los que es
imposible asignar los valores O y 1 (en este caso +1 ó —1, en lugar de 1) de manera que
de cada tres direcciones ortogonales sólo una tenga el valor O (da igual lo que se haga
con las otras dos direcciones siempre que no tengan el valor 0). Siguiendo a [Elby-
Jones 92], consideraremos el conjunto totalmente no-coloreable P-33 (que tiene 33
direcciones formando 16 tríos ortogonales). La demostración termina viendo que es
imposible asignar valores a las proposiciones de P-33 con estas reglas (P-33 es
totalmente no-coloreable), cosa que hicimos en la Sec. 2. 4. 1. b, q.e.d.
El número de observables (localmente maximales) empleado en la demostración
anterior es: 16 observables del tipo H~ <‘> (correspondientes a los 16 tríos O ortogonales
de P-33), y 33 observables de tipo ~ (correspondientes a las 33 direcciones n de P-
33). Nótese también que por cada H~ ~> se utilizan 12 correlaciones perfectas entre éste
y el correspondiente trío {S12>, ~{=>,512>1 (para cada dirección hay dos correlaciones
como (4. 5) y dos correlaciones como (4. 6)), lo que hace un total de 16 x 12 = 192
correlaciones perfectas.
4. 2. 3. Versión probabilística del teorema de BKS con
localidad
En el resto de este capítulo (y en general en toda la memoria) consideraremos que
también los observables no-maximales (como los cuadrados de las componentes del
espín de una partícula de espín 1) son observables unívocamente definidos en una teoría
de variables ocultas. En la Sec. 2. 3. 6. vimos una demostración probabilistica del
teorema de BKS que consistía en preparar una partícula de espín 1 en un estado propio
de una componente del espín con autovalor cero haciéndola pasar por un Stern-Gerlach
(SG) A y posteriormente hacer pasar un sistema individual así por otro SG B con una
orientación distinta elegida adecuadamente para que en una teoría de variables ocultas
no-contextuales el resultado de esa segunda medición nunca pudiera ser cero. Esa
demostración se puede convertir en una demostración probabilística del teorema de BKS
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con localidad sin más que preparar un sistema de dos partículas de espín 1 en el estado
singlete y hacer pasar una de las partículas por el SG A y a la otra por el SG B,
separados ahora por un intervalo de género-espacio. En una teoría de variables ocultas
locales jamás se podrían obtener ceros en ambos Stern-Gerlach, pero en MC, estos
sucesos tienen una probabilidad no nula. Esta demostración se presenta en [Clifton 93],
4’-los cálculos son sencillos (y dependen del DPS elegido) y análogos a los de la Sec. 2. 3.
6 (pero ahora sobre el singlete), por lo que no los detallaremos aquí. e»,
es
4.3. Relaciones entre las demostraciones del teorema




9-En la secciones 2. 3. 4 (los tres pasos de la demostración de KS) y 2. 4. 3 c (su
generalización a dimensión arbitraria mayor que tres) vimos cómo, aumentando el u’
número de direcciones, podíamos ir desde una demostración probabilística del teorema U
tide BKS a una demostración no-probabilistica dependiente del estado, y de ésta a otra
st
independiente del estado. En las secciones siguientes vamos a ilustrar el proceso
contrario~ en la Sec. 4. 3. 2 interpretaremos el conjunto totalmente no-coloreable e
(TNCS) más pequeño conocido en dimensión 4, el conjunto CEG-18 introducido en la
u’Sec. 2. 4. 2. g, en términos de proposiciones físicas sobre el estado de espín de un
u’
sistema compuesto por dos partículas de espín 1/2. En la Sec. 4. 3. 3 veremos que st.
CEO- 1 8 contiene un conjunto parcialmente no-coloreable (PNCS) que permite hacer u’
una demostración dependiente del estado del teorema de BKS; esta demostración *
es
también se pueden interpretar, añadiendo la hipótesis de que las dos partículas están
e
espacialmente separadas y utilizando una definición recursiva de elementos de realidad,
como una demostración del teorema de Bell-EPR. En 4. 3. 4 veremos una u’
simplificación del resultado anterior. En 4. 3. 5 veremos que CEG-18 contiene un u’
st
conjunto con una predicción definida (DPS) que conduce a una demostración
probabilística del teorema de BKS; esta demostración es esencialmente equivalente a la u’
demostración de Hardy del teorema de Bell-EPR. En resumen, en las Sees. 4. 3. 3 y 4. U
u’3. 5 veremos cómo, añadiendo la hipótesis de que las dos partículas se hallan en
U
regiones separadas por intervalos de género-espacio, podemos reescribir las
demostraciones dependiente del estado y probabilistica del teorema de BKS en st
dimensión 4, como demostraciones del teorema de Bell-EPR. En la Sec. 4. 3. 6 9-
haremos lo mismo partiendo del TNCS en dimensión 8 de Kernaghan y Peres (KP-36) es
u’
que puede interpretarse físicamente como un conjunto de proposiciones sobre el estado
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PNCS que da lugar a una demostración dependiente del estado del teorema de BKS que
puede interpretarse (añadiendo la hipótesis de que las tres partículas están espacialmente
separadas entre sí) como una demostración de imposibilidad de variables ocultas locales.
Finalmente en 4. 3. 7, resumiremos las condiciones suficientes para que un PNCS de
lugar a una demostración de imposibilidad de variables ocultas locales.
A lo largo de estas secciones haremos alusión a las condiciones (a), (b), (c)
definidas en la Sec. 2. 4. 2. h
4. 3. 2. Interpretación física de CEG-18
Recordemos que CEG-18 es un subconjunto de P-24. Los 24 rayos en las 24
direcciones de P-24 pueden interpretarse como estados puros de espín de un sistema de
dos partículas de espín 1/2. Los vectores de P-24 son de dos tipos:
16 de ellos son factorizables, es decir son de la forma (a, b)tí> ®(c, d)t2>; y por
tanto los correspondientes proyectores son productos de operadores locales, lo que es
equivalente a decir que las proposiciones asociadas se refieren a propiedades de cada
una de las dos partículas por separado. Por ejemplo, tomando como base los estados
propios de al’> 0 a~2>,el vector (no—normalizado) (l,—l,0,0) representa el estado de
espín la7 = +í><í) ®[a~ = ~í><2í, y su correspondiente proyector está asociado a la
proposición: “el observable a7tí> tiene valor +1 y el observable aL
2> tiene valor —1”. En
una teoría de variables ocultas esa proposición tiene un valor bien definido:
v(l, —1,0,0) =1 si la proposición es “cierta”, ó v(l, —1,0,0) =0 si la proposición
es “falsa”.
Los 8 vectores restantes son no-factorizables, por tanto los correspondientes
proyectores no se pueden factorizar en términos de observables locales, lo que equivale
a decir que las proposiciones asociadas son enunciados sobre propiedades conjuntas de
las dos partículas. Por ejemplo, el vector (no-normalizado) (1, —1, 1, 1) es propio de
los operadores ¿7 ®¿.t2> y &~‘> ®ú(2> con autovalores —.1 y +1, respectivamente, y
por tanto puede asociársele con la proposición: “El observable no-local a?> 0 al2> tiene
valor —l y el observable no-local al» 0<> tiene valor +l”lO. En una teoría de
(1 —
~ Decimos que el observable A asociado al operador Á = a, ® al” es no-local porque, aunque su
valor puede obtenerse midiendo los observables locales a y al», ésta no es una medición ideal de
primera especie (Le., que no afecta a los observables compatibles) de A, en particular, esa forma de
“medir” A no es compatible con ninguna forma de medir el observable R asociado al operador
B = a ® a pese a que A y A son operadores conmutativos (y por tanto los correspondientes
o
•4’
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variables ocultas no-contextuales estas proposiciones tienen que tener valores bien
definidos.
En la tabla 4. 1 aparece la interpretación en término de proposiciones sobre ese
sistema físico de los 24 vectores de P-24.
Los 18 vectores de CEG-18 se obtienen eliminando (de una forma particular) un
vector de cada grupo de cuatro en la tabla 4. 1 (en la elección que hicimos en 2. 4. 2 g
eliminábamos los vectores 4,6, 11, 13, 19 y 23).
En CEO-18, 12 de los vectores son factorizables (los que aparecen las ecs. (2. 67)-
(2. 70)), los otros 6 (que aparecen nuevos en las ecs. (2. 71)-(2. 75)) son no-
factorizables (cada una de las ecs. (2. 71)-(2. 74) tiene un par de vectores factorizables
y un par de vectores no-factorizables, la ec. (2. 75) contiene 4 vectores no-factorizables;
en particular, nótese que ninguno de los vectores de CEG-18 es ortogonal a los 6
vectores no-factorizables (esto quiere decir que aunque preparemos el sistema en un
estado propio de una de las 18 proposiciones con valor propio 1 —es decir, que su
valor de variables ocultas es 1—, no podremos asignar valor de variables ocultas cero a
todas las proposiciones no-factorizables, y, por tanto, habrá que recurrir a una
definición recursiva de elementos de realidad para justificar la asignación de valores que
se haga a las proposiciones no-factorizables no ortogonales a la de partida).
observables deberían ser compatibles: es decir, debería existir alguna manera de medirlos a la vez). En
[García Alcaine 92] se propone una forma no-local de medir sólo A (sin medir a y a2); sin
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Vector Proposición asociada
2: (1, —1,0,0)
3: (0,0, 1, 1)
4: (0,0, 1, —1)
5: (1,0, 1,0)
6: (0, 1,0, 1)
7: (1,0, —1,0)















(1, 1, —1. 1)
(1, —1, 1, 1)
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0 ~ 2> tiene valor
O al2> tiene valor
O al2> tiene valor





















y aí>0 a2> tiene valor +1”
y ali>0 a2> tiene valor —í”
y ali>0a2> tiene valor +1”
y a>~í>0 a2> tiene valor —1”
Tabla 4. 1. Interpretación física de las direcciones de P-24. CEG-l 8 se obtiene, por
ejemplo, eliminando los vectores 4,6,11, 13, 19 y 23.
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4. 3. 3. Relación entre CEG-18 y la demostración de Peres
En esta sección veremos que CEO-18 contiene lo que en el capitulo 2 llamábamos
un conjunto parcialmente no-coloreable (PNCS) que da lugar a una demostración
dependiente del estado del teorema de BKS, que es también (añadiendo la hipótesis de
que las partículas están espacialmente separadas y aceptando una definición recursiva de
elementos de realidad, ver la Sec. 3. 4. 3) una demostración del teorema de Bell-EPR
[CEO 96 a].
Cada vector de CEG-18 es ortogonal a otros 7 vectores del conjunto; por tanto
podemos preparar el sistema en un estado que asigne el valor 1 al proyector sobre uno
de esos vectores y cl valor O a los otros 7 proyectores sobre los vectores ortogonales.
Por ejemplo, si preparamos el sistema en el estado singlete,
jvú=(I+—>—I—-Ó)’ 2, (4.7)
entonces, por definición
v(0, 1, —1, 0)=l, (4.8)
y podemos eliminar de las ecs. (2. 6’7)-(2. ‘75) el vector (0, 1, —1, 0) y aquellos
ortogonales a él, cuyos valores asociados son 0,
v(0, 0,0, 1)=v(l, —1, —1, l)=v(l, 1,1, l)=
v(l, 0,0, —l)=v(l, 1, 1, —l)=v(—l, 1, 1, l)v(1, 0, 0, 1)0 (4.9)
Por tanto, sólo quedan 7 ecuaciones con 10 vectores diferentes:
v(0, 0, 1, 0)+v(l, 1, 0, 0)+v(l, —t 0, 0) 1, (4. 10)
v(0, 1, 0, O)+v(1, 0, 1, 0)+v(l, 0, —1, 0)=1, (4. 11)
v(l, —1,1, —l)+v(l, 1,0, 0)+v(0, 0,1, l)=l, (4. 12)
v(l, —1,1, —l)+v(1, 0, —1, O)+v(0, 1,0, —1)=l, (4. 13)
v(O, 0, 1, 0)+v(0, 1, 0, 0)=l, (4. ¡4)
v(l, 1, —1, l)+v(l, —1,0, 0)+v(0, 0,1, l)1, (4. 15)
v(l, 1, —1, l)+v(l, 0,1, 0)+v(0, 1,0, —l)=l. (4. 16)
Veamos que estos 10 vectores, junto con el estado inicial, forman un PNCS: No hay
manera dc asignar valores definidos a las 10 proposiciones implicadas en estas
ecuaciones. La demostración es idéntica a la demostración de que CEG-18 era un
TNCS: la suma de los miembros derechos de (4. l0)-(4. 16) es impar (en concreto 7),
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mientras que la suma de los lados izquierdos es necesariamente par, porque cada valor
(1 ó 0) aparece dos veces.
Aparentemente esta conclusión descansa en la imposibilidad de asignar valores
únicos a 10 + 8 proposiciones: las 10 asociadas a los 10 vectores distintos que aparecen
en (4. lO)-(4. 16), más la asociada al estado inicial (4. 8) y las 7 asociadas a los 7
vectores ortogonales (4. 9). Pero de hecho, se pueden justificar las ces. (4. 10)}4. 16)
sin necesidad de usar (4. 9), usando el siguiente argumento [Kernaghan-Peres 95]: cada
subeonjunto de dos o tres vectores en los lados izquierdos de (4. l0)-(4. 16) subtiende
un subespacio que contiene el vector (0, 1, —1, 0) (podemos probar que este vector
puede expresarse como una combinación lineal de los de cada subconjunto); por tanto,
incluso si las sumas de los proyectores correspondientes no dan la matriz identidad
4 x 4, el sistema está en un estado propio, con valor propio 1, de cada suma de
proyectores, y las sumas de los correspondientes valores debe ser 1. En consecuencia,
esta demostración independiente del estado emplea sólo 10 vectores (o 10 (+1) si
también contamos el estado inicial). El récord anterior [Kernaghan-Peres95] requería 7
ecuaciones con 13 (o 13 (+1), si incluimos el estado inicial) vectores diferentes en
dimensión 811, de forma que en el conjunto de las ecuaciones aparecen dos o cuatro
veces cada uno12.
Esta demostración dependiente del estado del teorema de BKS no se puede
interpretar como una contradicción entre la MC y variables ocultas locales, porque,
aunque es posible preparar el sistema en un estado entangled (el singlete, en el caso
anterior), no es posible prescindir de las 5 restantes proposiciones no-factorizables, y
seguir alcanzando una contradicción. Por ejemplo, las ecs. (4. 1 O)-(4. 16) contienen el
estado entangled (1, 1, —1, 1), y el valor asociado a la proposición correspondiente no
se puede determinar mediante una medida local sobre la partícula 1 y otra medida local
sobre la partícula 2. Sin embargo, sí se puede interpretar como una demostración de
imposibilidad de variables ocultas locales si se acepta una definición recursiva de
elementos de realidad como la que vimos en la Sec. 3. 4. 3; en tal caso, el valor de la
proposición asociada al vector (1, 1, —1, 1) (proposición que, consultando en la tabla 4.
1, vemos que es ~~ahí>®a» tiene valor +1 y ahI>0a12> tiene valor —1”) se puede
determinar a partir de los valores asignados a proposiciones correspondientes a vectores
factorizables. De hecho, esta demostración es una versión aditiva de la demostración
~ Ya hemos visto demostraciones de BKS independientes del estado en dimensión 8 en la Sec. 2.
6. 2; veremos la demostración dependiente del estado con 13 (+1) vectores en la Sec. 4. 3. 6.
12 Adelantemos aquí que la demostración dependiente del estado en [Kernaghan-Peres 95] tiene una
propiedad deseable que no tiene la nuestra: sus 13 vectores son todos factorizables como
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multiplicativa de Peres con elementos de realidad recursivos que vimos en la Sec. 3. 4.
3.
4. 3. 4. Una demostración con 5 proposiciones y el singlete
En esta sección veremos una simplificación adicional del ejemplo de la sección
anterior. A ella se puede llegar por dos caminos: considerando una versión dependiente
del estado de la demostración sugerida por Clifton basada en descomposiciones aditivas
de la identidad de subespacios del espacio de Hilbert total del sistema que vimos en la
Sec. 2. 4. 2. h, o simplemente usando las propiedades del estado singlete [CEO 96 b].
Consideremos un sistema individual de dos partículas de espín 1/2 preparadas en el
estado singlete. Como antes, se verifica (4. 8) y (4. 9), en particular
Reemplazando estos valores en las ecs (2. 73) y (2. 74) de la Sec. 2. 4. 2. g (o en las
ecs. (2. 80) y (2. 79) de la Sec. 2. 4. 2. h) obtenemos las ecs. (4. 15) y (4. 16), que
volvemos a escribir aquí
v(l, 1, —1, l)+v(1, —1,0, 0)+v(0, 0,1, l)=l, (4. 18)
v(1, 1, —1, l)+v(1, 0,1, 0)+v(0, 1,0, —l)=l. (4. 19)
Nótese que la proposición asociada al primer vector de ambas ecuaciones es una
proposición no-factorizable y que para asignarle un elemento de realidad a la vez que a
las otras 4 proposiciones tendríamos que acudir a una definición recursiva de los
elementos de realidad. Además, los valores de variables ocultas de las cuatro
direcciones que no están repetidas en (4. 18) y (4. 19) satisfacen la siguiente relación en
el estado singlete:
v(l, —1,0, 0)+v(0, 0,1, l)+v(l, 0,1, 0)+v(0, 1,0, —1)=l. (4. 20)
Para demostrar (4. 20) hay que tener en cuenta dos cosas: primero, que el valor de
una proposición factorizable (como cualquiera de las que aparecen en (4. 20)) es el
producto de los valores de sus factores13,
(2)
13 Preguntar si un sistema de dos paniculas está en el estado (a, b)~’~ ® (e, d) es equivalente a
preguntar si la partícula 1 está en el estado (a, bY’> y la partícula 2 está en el estado (e, df ½la
respuesta es 1 (“sf’) sólo si los valores de ambas proposiciones son 1, y es O (“no”) en cualquier otro
caso. La misma conclusión se puede alcanzar como consecuencia de la regla del producto para
observables compatibles: v(AB) = v(A)v(B); en particular
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v[(a, b)<t> ®(c, d)t2>]= v(a, b)tI> X v(c, d)<2>; (4. 21)
lo cual nos permite escribir el lado izquierdo de (4. 20) como
v(l ,
0)tI> x v(l , .».l)t2> + v(0, 1)tI> X v(l
+v(l , 1 )<‘> >< v(l , O)t2> + v(l , — l)<’ x v(0, 1 )<~> (4. 22)
Segundo, si en el estado singlete medimos la componente de espín de cada partícula
según el mismo vector (arbitrario), los resultados están perfectamente correlacionados
(siempre son opuestos), y la misma relación debe de existir entre los valores de las
proposiciones en cualquier teoría determinista de variables ocultas,
v(l, — 1)t2> — v(1, 1)tI> (4. 23 a)
v(l, ])t2> = v(l, — flt’> (4. 23 b)
v(l, 0)<2> = v(0, 1)<’>, (4. 23 c)
v(0, l)<2> = v(l, 0)t’> (4. 23 d)
sustituyendo (4. 23 a)-(4. 23 d) en (4. 22) se obtiene
donde el lado de la izquierda es la forma factorizada del lado de la izquierda de (4. 20)
una vez utilizadas las correlaciones perfectas del estado singlete, (4. 23 a)-(4. 23 b), y la
igualdad (4. 24) es una consecuencia de la resolución de la identidad en el espacio
bidimensional de los estados de la primera panícula, q.e.d.
Los dos primeros vectores en (4. 20) no son ortogonales a los otros dos, y los
correspondientes proyectores no conmutan; es más, no existe ningún estado propio
común de los cuatro proyectores. Por tanto, ni podemos preparar un sistema en un
estado libre de dispersión para las cuatro proposiciones, ni podemos comprobar
experimentalmente la relación (4. 20) midiendo simultáneamente las cuatro
proposiciones; en este sentido la relación (4. 20) es diferente de las relaciones (4. 18) y
4,,,, 4,(4. 19), que vienen de (b) (¡uJ~u1 = ¡ ~ %v(u1) = 1), para las que existen estados
¡=1
y (1u~’ ><u<’> 1 Iw(2 ><w~~ 1) y (j u~> ><u<” ® /~“) xv w~2> ><w<~ )
= v(Iu”><u [)>< ~([~Á~><w’[) (4. d)
donde la última igualdad refleja el hecho de que las proposiciones representadas por el proyector
® i~~> corresponden a laprimera partículaen el estado u<~~>, cualquieraque sea el estado de la
segunda partícula.
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libres de dispersión simultáneamente para cada tétrada de proyectores compatibles, y
que (en principio) se pueden verificar experimentalmente en cualquier estado. Pero en
una teoría de variables ocultas determinista, los observables incompatibles pueden tener
valores definidos en el mismo sistema individual, y por lo tanto la ec. (4. 20), aunque
no sea una consecuencia de ninguna resolución de la identidad, es una relación legítima
entre los valores de variables ocultas, basada en las propiedades del estado singlete.
Teorema: no existe ningún conjunto de valores v(u,) que verifiquen las ecs. (4.
18)-(4. 20).
Demostración: Una vez más la demostración descansa en un argumento de paridad:
cada proposición aparece dos veces en (4. 1 8)-(4. 20), pero la suma de los lados
derechos es 3, q.e.d.
Terminaremos con una reflexión sobre el número de proposiciones implicado en la
demostración. Hemos hecho la cuenta usando explícitamente otra consecuencia de los
requisitos (a) y (b) definidos en la Sec. 2. 4. 2:
(d) Dado un sistema individual preparado en un estado w y un conjunto de
vectores {ujl que expanden un subespacio U que contiene a w, entonces
Xv(u1)=l.
Una razón para esto se da en [Kernaghan-Peres 95]: cualquier vector y en el
subespacio complementario a U es ortogonal a w; si v(w) = 1 entonces (b) implica
v(v) = 0; por tanto, la suma de los valores de cualquier conjunto completo de
propostciones compatibles sobre el subespacio U debe ser 1. Esto también se puede
justificar sin mencionar explícitamente los valores v(v) = 0, si se recuerda que la
probabilidad de encontrar el sistema en un estado en el subespacio U es 1. La condición
(d) es una consecuencia de (a) y (b), pero al contrario de lo que sucede con (c), ahora
las proposiciones omitidas tienen un valor bien definido (cero), y por lo tanto puede
argumentarse que usar (d) es esencialmente una manera de contar el número de vectores
que aparece en una demostración dependiente del estado, prescindiendo de los vectores
ortogonales al estado inicial
14.
14 Partiendo de una demostración dependiente del estado del teorema de BKS en términos de vectores
en dimensión n, podemos trivialmente construir una demostración dependiente del estado en cualquier
dimensión n + m: basta con añadir m ceros a todos los vectores, incluyendo el estado inicial. Si la
cuenta del número de vectores se basa en el uso explicito de la condición (d), este número es
independiente de m (por ejemplo, el conjunto de 10 vectores de la demostración dependiente del estado en
dimensión n = 4 de la Sec. 4. 3. 3 da lugar a una demostración también con 10 vectores en n = 8). El
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En nuestro ejemplo, ambos tríos de vectores de los lados izquierdos de (4. 18) y (4.
19) expanden subespacios que contienen al singlete (0, 1, —1, 0), y por tanto ambas
ecuaciones son aplicación directa de la regla (d). Si usamos esta condición, sólo
necesitaremos contar los 5 vectores que aparecen explícitamente en (4. 18) y (4. 19);
una cuenta del número de proposiciones con valores definidos necesarios para la
demostración basada estrictamente en (a) y (b), debería incluir los vectores omitidos (1,
1, l,—I\(—l, 1,1, l)(yquizátambiénelestadoinicial).
La contradicción desarrollada en esta sección requiere 3 ecuaciones y 5
proposiciones en R4: en términos del número de proposiciones, esta demostración
dependiente del estado (del teorema de BKS o del teorema de Bel]-EPR aceptando una
definición recursiva de elementos de realidad) es la demostración de imposibilidad de
variables ocultas más económica que conocemos.
4. 3. 5. Relación entre CEG-18 y la demostración de Hardy
En esta sección vamos a considerar lo que en el capitulo 2 llamábamos un conjunto
con una predicción definida, DPS, subconjunto de CEG-18 lo que nos permitirá obtener
una versión probabilística del teorema de BKS en la que aparecerán (además de] estado
de partida) sólo proposiciones factorizables, y por tanto se podría interpretar
(suponiendo que las partículas están espacialmente separadas) como una demostración
del teorema de Bell-EPR. De hecho, veremos que el resultado coincide esencialmente
con la demostración de Hardy que vimos en la Sec. 3. 4. 4 por lo que simplemente
consideraremos que la nuestra es una derivación de aquélla basada en los argumentos
del teorema de BKS [CEO 96 a]15.
cociente entre el número f de vectores empleado en una demostración del teorema de BKS y la
dimensionalidad ti del espacio [Kernaghan-Peres 953 es una medida razonable de la bondad de una
demostración independiente del estado (donde obviamente f > n), pero no tiene sentido en
demostraciones dependientes del estado si no se cuentan el estado inicial ni los vectores ortogonales a él,
como se hace cuando se usa la condición (d).
15 El comentario, vía correo electrónico, de Hardy sobre esta derivación de “su” argumento fue: “1
also like your state-dependent and state dependent probabilistie proofs [CEG 96 a]. It is neat that one
case reduces to a similar contradiction to my nonlocality proof’, 6 de febrero de 1996. Guruprasad Kar,
e-mail del 31 de mayo de 1996: “Also your probabilistic proof gives a better understanding of Hardy’s
theorem.” [Kar 961: “LAbstract] The converse of Hardy’s nonlocality theorem is proved by using the
technique developed by A. Cabello el al. [CEG 96 a] for probabilistic proof of the Bell-Kochen-Specker
theorem. (...) [Texto principal] Very recently Adán Cabello el al. [CEO 96 a] proved Bell-Kochen-
Specker theorem in four dimensions using 18 vectors only. There they gaye a probabilistic proof of
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Supongamos que preparamos (“preseleccionamos”) dos partículas de espín 1/2 en el




9-v(l, —t —1, 0)rl. (4. 26)
u
En una teoría de variables ocultas, los valores de los proyectores sobre cualquier vector
ortogonal a (1, —1, —1, 0)17 deben de ser 0; en particular,
94
v(0, 0, 0, 1)= v(1, 1, 0, 0)= v(l, 0, 1, 0)= 0. (4. 27) u’
9-





19>=IaV> ~+l>®[aI2> —+1> (4. 28) u-
U(esto es posible porque <~jtj> !=0);entonces,
es
v(l, 1,1, l)1. (4.29) es
es
En los sistemas individuales postseleccionados en el estado (4. 28), el valor de todas las 94
proposiciones sobre vectores ortogonales a (1, 1, 1, 1) esO; en particular, u’
u’
v(l, —1,0, 0)rv(l, 0, —1, 0)=O. (4. 30) 9-
9-
*
Reemplazando (4. 27) y (4. 30) en (2. 67) y (2. 68) se llega a *
94
v(0, 1,0, 0)=v(0, 0, 1, 0)=l. (4. 31)
U
u’
Bell-KS theorem using only factorisable propositions, which can be interpreted in terms of local u’
st-
measurements and hence can be related to Hardy nonlocality theorem.
Here we shall prove the converse of Hardy’s result using their technique. We shall show that for
four spin-1/2 observables, noncommuting for both systems, a state can be found satisfying Hardy’s u’
nonlocality. The state would be shown not to be product state as well as maximally entangled state.” u’
16 Ver la discusión en la See. 3.4.4.4. 94
17 Este vector no pertenece a CEG-18 ni a P-24. Puede interpretarse geométricamente como la
dirección que une los centros de una par de aristas opuestas de un teseracto (ver las figuras 2.20 y 2. 21;
las otras 15 direcciones que unen los centros de las restantes aristas opuestas también representan estados
de Hardy. Aunque ese vector no pertenezca a CEO-ls, los restantes vectores sí foTmnan un DPS
contenido en CEO- 18 de acuerdo con la definición de DPS; véase la nota 28 del capítulo 2.
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Pero (0, 1, 0, 0) y (0, 0, 1, 0) son ortogonales, y por tanto los valores de las
correspondientes proposiciones no pueden ambos ser 1: hemos llegado a una
contradicción.
Esta demostración probabilística del teorema de BKS usa 7 (+2) vectores (los 7 de
(4. 27), (4. 30), (4. 31), más los estados i7 y 9). El término “probabilfstica” proviene
del hecho de que al preparar el sistema en el estado inicial 77 (i.e., al preseleccionar t~)
existe sólo una probabilidad no nula de encontrar el sistema en el estado final p (i.e., de
postseleccionar ql), no la certeza.
Ahora vamos a ver cómo está relacionado este resultado con la prueba de Hardy del
teorema de Bell-EPR que vimos en la sección 3. 4. 4. Adviértase que todos los vectores
implicados en la demostración anterior son factorizables, con excepción del estado
inicial rj. Los valores asociados a proposiciones factorizables pueden expresarse en
términos de los valores de las proposiciones de los correspondientes factores:
v[(a, b)tí> ® (c, d)t2>] —1 ~ v(a, b)tí> = v(c, d)t2> = 1, (4. 32)
v[(a, bf> O (c, d)t»] = O ~ v(a, b)tI> x v(c, d)t2) = 0. (4. 33)
En particular, si preseleccionamos el estado n’
v(l, —1, —1, 0)= 1 =~ v(1, 1, 0, 0)=0 ~ v(l,
0)tI> xv(l, 1)12> —0. (4. 34)
De manera similar, al postseleccionar ~ (i.e., v[(1, l)tI> 0(1 1)t2>] = 1) ello implica,
usando (4. 32),
(4. 35)
v(1, 1)tQ> 1 (4. 36)
Entonces, (4. 34), (4. 36) implican
v(1, 0)tt>0 (4. 37)Si usamos las hipótesis (a) y (b) sobre el espacio bidimensional de los estados de espín
de la primera partícula, a partir de (4. 37) concluimos que
v(0, 1)tl> 1. (4. 38)
Los valores (4. 26), (4. 36), (4. 38) corresponden en términos mecanocuánticos al
siguiente resultado para la probabilidad condicional de encontrar att) = 1 en un
7
sistema preparado en el estado r¡, si al» = +1;
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Intercambiando los papeles de las partículas 1 y 2, un razonamiento similar nos conduce
a que
La ec. (4. 26) y la primera parte de (4.27) (v(0, 0, 0, 1) = 0) se traducen en
I~¿a~’> =—l, al» =—1)=O. (4. 41)
Finalmente, el hecho de que el sistema se pueda postseleccionar en el estado p, usado
para obtener (4. 29), significa que
(4.42)
Las ecs. (4. 39)-(4. 42) son la traducción en términos mecanocuánticos del conjunto
de valores usado en la demostración probabilística del teorema de BKS. Si suponemos
que las partículas 1 y 2 están localizadas en dos regiones separadas por un intervalo de
género-espacio (hipótesis que no era necesaria para el teorema de BKS), las ecs (4. 39)-
(4. 42) son todo lo que necesitamos para rehacer la demostración de Hardy del teorema
de Bell-EPR, demostración que ya vimos en la sección 3. 4. 4.
Para subrayar la completa analogía de esta demostración probabilistica de BKS con
las tratadas en la Sec. 2. 3. 6, en la figura 4. 1 representamos el diagrama de KS
(tradicional) correspondiente. Nótese que ahora estamos en un espacio tetradimensional
y que los conjuntos completos de proposiciones compatibles (que en dimensión tres
representábamos por triángulos) ahora están representados por cuadrados con sus
diagonales. Salvo por la dimensión nótese que este diagrama es similar al diagrama de
KS-8 (ver las Figs. 2. 1 y 2. 8); de hecho este diagrama es un caso particular para
dimensión 4 del diagrama de la Fig. 2. 24 que dibujamos cuando generalizábamos la
demostración original de KS a dimensión arbitraria1 8 Si
v(l, —1, — 1, 0) = v(l, 1, 1, 1) = 1 (es decir si asignamos e] color blanco a esos
vectores), el resto del diagrama no se puede colorear de ninguna forma consistente con
(a)y(b).
18 Tómese en la Fig. 2. 24, ¡ =(l, —1, —t 0), ¡ =(l, 1, 0, 0), r
3 =(l, —t Q O),
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19 Se puede demostrar que si, en lugar de la elección explícita de vectores que hemos hecho en esta
figura, hiciésemos la elección más general compatible con este diagrama de KS, de forma que sólo el
primer vector sea no-factorizable; entonces el producto escalar entreéste vector y el último (y por tanto
la probabilidad de, preparando el primero, al hacer una medida sobre él, encontrar el segundo) es máximo
bajo las mismas circunstancias en que ocurre la máxima violación en el argumento de Hardy; en
particular, de este cálculo se obtiene de nuevo que la probabilidad máxima es el inverso de la razón áurea
elevada a 5.
(1, —1, 0, 0)
(1, 1,1, 1)
(1,0, —1, 0)
Hg. 4. 1. Diagrama de Kochen-Specker de la demostración probabilística de BKS en
cuatro dimensiones extraída de CEG-18. Si v(I, —1, —1, 0) = v(1, 1, 1,1) = 1, el
diagrama no puede colorearse de ninguna manera consistente con (a) y (b)19.
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4. 3. 6. Relación entre KP-36 y la demostración de GHZ
*
En esta sección veremos un PNCS propuesto en [Kernaghan-Peres 95] que es
subconjunto del TNCS que en la Sec. 2. 6. 2 llamábamos KP-36; este PNCS contiene
un vector no-factorizable y 13 vectores factorizables. Preparando un sistema en el
estado propio asociado al vector no-factorizable, ese PNCS da lugar no sólo a una
demostración dependiente del estado del teorema de BKS sino también a una
demostración del teorema de Bell-EPR sobre un sistema de tres partículas de espín ¡/2.
En esta sección nos concentraremos en la demostración algebraica; puede constmirse
una tabla análoga alatabla4.1 con la relación entre vectores y proposiciones físicas,
e
sin más que teneren cuenta que los vectores en este caso son propios de los operadores
que aparecen en la Fig. 2. 28.
e
El sistema se prepara inicialmente en un estado entangled (de GHZ) de las tres
partículas
e
y> — ( a7~ —+1, a~2~ — —¡-1, u2~ =+i,>+ u~)>= 1, a~2>=—I, a7> — 1 (4. 43) e
e
e
de manera que y (y) 1, es decir
e
v(—1, 0,0,1,0,1,1, 0)=1, (4. 44)
e
lo que permite hacer cero los valores de los vectores ortogonales (que no escribimos
e
explícitamente). Sustituyendo estos valores en las resoluciones de la identidad (en e
dimensión 8) que se pueden extraer de la Fig. 2. 28, se obtienen las siguientes 7 e
ecuaciones (las cursivas indican que el vector ha aparecido en una ecuación anterior):
e
v(l, 0, 1, 0, —1,0, —L 0)+v(l, 0, —1,0,1,0, —LO)
v(0, 0,0,1,0,0,0, 0)+v(0, 0, 0,0,0,1,0, 0)=l (4. 45) e
e
v(1, LO, 0, —L —LO, 0)+v(l, —1,0, 0,1, —LO, 0) (4. 46)
e
v(0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0)+v(0, 0, 0, 0, 0, 0,1, 0)=1
e
v(1, 1, —1, —1,0,0,0, 0)+v(1, —1,1, —1,0,0,0,0)
dO, 0,0,0,0, LO, O)+v<O, O, O, O, O, O, L OÁJ e
e
41, 1, —1, —1, 0, 0, 0, 0)+v(0, 0, 0,0, 1, —1, —1, 1)
v(J, 0,1,0, —1,0, —1, 0)+v(0, 1,0, LO, 1,0, í)= í (4 48)
e
v(L —L 1, —L 0,0,0, 0)+v(0, 0,0,0, 1, —1, —L 1) (4. 49)
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v(L 1, 0,0, —L —1, 0, O)+v(1, —1,0,0, 1, —L 0, 0)
v(O, 0, 1, —1, 0, 0, —1, l)+v(O, 0, 1,1, 0, o, í, í)= 1 (4. 50)
v<1, 1,0,0, —L —1,0, O)+v(O, O, > —1,0,0, , (4.51)
v(L O, —L O, 1, 0, —L O)+v(0, 1, 0,1, 0, 1, 0, l)=l
Es fácil ver que se trata de un PNCS: con la elección de partida (4. 44), a los 13
vectores que aparecen en las 7 ecuaciones (4. 45)-(4. 51) no se les puede asignar
valores de forma consistente con (a) y (b).
Demostración: cada valor (1 ó 0) aparece dos o cuatro veces en los lados izquierdos
de (4. 44)-(4. 50), sin embargo la suma de los lados derechos es 7, q.e.d.
Los 13 vectores en (4. 45)-(4. 51) son factorizables (a, b)~’> ®(c, d<> ®(e,f)<3~,
luego corresponden a proposiciones locales (resolubles mediante medidas locales), lo
cual permite asignarles un valor definido apelando a la hipótesis de localidad (si las tres
partículas están espacialmente separadas), que sustituye en este caso a la hipótesis de
no-contextualidad. Por tanto, la demostración resultante es una demostración (no-
probabilística) de imposibilidad de variables ocultas locales (teorema de Bell-EPR)
basada en una demostración dependiente del estado (construida sobre un subconjunto de
un conjunto que permite una demostración independiente del estado) del teorema de
BKS. De hecho, la demostración anterior es una versión aditiva de la demostración
multiplicativa de GHZ-Mermin del teorema de Bell-EPR que vimos en la Sec. 3. 4. 2.
4. 3. 7. Condición suficiente para pasar de BKS a BeII-EPR
Lo visto en las secciones 4. 3. 3 y 4. 3. 6 nos permite concluir que los siguientes
requisitos son suficientes para que una demostración dependiente del estado del teorema
de BKS basada en un PNCS contenido en un TNCS mayor, admita una interpretación
como demostración no-probabilística del teorema de Bell-EPR:
(a) El TNCS debe admitir una interpretación física en términos de n (n =2) sistemas
separables espacialmente.
(b) El PNCS contenido en el TNCS debe poder elegirse de manera que el vector
inicial para el que se hace la asignación de partida (con valor 1) sea ortogonal a todos los
posibles vectores no-factorizables del conjunto, con lo cual, los valores para todos éstos
serán 0, y no intervendrán en la demostración, de manera que no será necesario
justificar (apelando, por ejemplo, a una definición recursiva de elementos de realidad)
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por qué han de tener valores no-contextuales bien definidos en una teoría de variables e
ocultas locales.
e
Con esas condiciones, la hipótesis de no-contextualidad de los valores de variables
e
ocultas se puede sustituir por la hipótesis de localidad para los correspondientes valores
de variables ocultas (ahora asociados sólo a observables locales correlacionados en el e,















































Capítulo 5. Experimentos sobre Bell-EPR sin desigualdades
“In the 30 years elapsed since Bell’s seminal paper, hundreds of gedanken
experiments have been proposed showing the violation of a Belí inequality, but no
incontrovertible (loophole-free) violation has been shown in a real experiment. (...)
Proposals for loophole-free experiments are beginning to appear, but none of them is
clearly feasible with presenttechnology. Furthermore, the difficulties for performing
empirical tests of the Bel! inequalities cannot be just attributed to nonidealities of the
available measuring devices. Indeed, LI-IV [local hidden-variables] modeis have been
found which perfectly agree with the ideal quantum predictions for atomic cascade
experiments, ]ike Aspect’s one, which are currently considered the most reliable test of
Bell’s inequalities. Ihe sharp contrast between so many gedanken and so few (none in
fact) real violations ofBell’s inequalities surely requires an explanation, and the obvious
one is that gedanken experiments contain oversimplifications that make them
unphysical.”
[Santos 95], p. 1.
“So although Hardy’s four questions provide a rather weak basis for a laboratory
violation of the experimenta]ly relevant inequality, they reign supreme in the gedanken
reaim.”
















































Experimentos sobre el teorema de
Bell-EPR sin desigualdades
5. 1. Introducción
Este capitulo se dedica a estudiar la implementación ideal de las demostraciones de
GHZ y Hardy en diversos contextos físicos y a discutir el único experimento realizado
hasta 1995 basado en tales argumentos.
La primera parte, los experimentos ideales, es una revisión sin pretensiones de
completitud de resultados publicados en la literatura reciente (1990-1995): en la Sec. 5.
2 se presentan cuatro experimentos ideales para implementar argumentos de tipo GHZ,
y en la Sec. 5. 3 se revisan cinco propuestas para implementar el argumento de Hardy.
Su inclusión aquí está justificada por varias razones: (i) Son implementaciones en
contextos físicos diferentes de los mismos argumentos algebraicos del capitulo 3. Si,
como algunos piensan, la debilidad de las demostraciones algebraicas reside
precisamente en su carácter ideal (algunos autores piensan que hay impedimentos a nivel
fundamental para preparar y manejar los estados necesarios1), el hecho de que las
Por ejemplo [Santos91 b], p. ¡388: “My criticism to the proof is that the two-particle state
defined aboye [for instance, (...) photons in a singlet state], represented by the Hilbert-space vector ¡ 0~
has not been shown to be a physically realizable state. Of course, it may be postulated that every vector
lo the Hilbert space of the systern corresponds to a physically realizable state. But it is by no means
obvious that such a strong assumption should be a part of the quantum formalism. In fact, it is well
known that sorne restrictions have already been introduced under the name of superselection rules, and
further constraints may be found in the future.” [Ben-Aryeh93], p. 317 (ya citado antes): “Locality is
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mismas demostraciones aparezcan en contextos físicos diferentes dificulta una salida de
ese tipo. (u) Los procedimientos para preparar estados entangled (en particular estados
de tipo 0HZ o Hardy) descritos en las Secs. 5. 2 y 5. 3 son de utilidad no sólo para
tests experimentales de variables ocultas, sino también en otros contextos: la preparación
y manipulación coherente de estados entangled juega un papel fundamental en
criptografía cuántica2, teleportación3, y computación cuántica4; los obstáculos prácticos
para construir, por ejemplo, un computador cuántico son esencialmente los mismos que
hay que superar en un test concluyente de variables ocultas (el problema principal en
ambos casos es la fragilidad de los estados entangled experimentales ante la
decoherencia por acoplamiento con el medio, y la eficiencia de los detectores). Cabría
pues esperar que la relevancia que están adquiriendo los temas antes señalados (en
particular la computación cuántica) se traduzca en una mejora de las técnicas
experimentales aplicables a los tests sobre variables ocultas. Por lo pronto, algunas de
las propuestas para fabricar estados para computación cuántica se pueden reconvertir en
dispositivos para fabricar estados entangled sobre los que implementar tests de variables
ocultas5. (iii) No existe ningún artículo de revisión que recoja estos resultados. Los
not violated for the singlet state. (...) Due to superselection rules [expuestasen la Sec. 3 deI artículo]
ihe singlet 5pm state is entangled with spatial spherical wave functions. EclI inequalities are violated
only for subensembles which are notpure states.’
2 Bibliografía sobre criptografía cuántica: [Ekert 91 a, b, 92], [Bennett-Brassard-Mermin92],
[Bennett-Brassard-Ekert92], [Bennett92], [Ekert-Rarity-Tapster-Palma92], [Bennett-Wiesner92],
[Phoenix93], [Muller-Hreguet-Gisin93], [Barnett-London-Pegg-Phoenix 94], [Huttner-Imoto-Gisin-
Mor 95], [Muller-Zbinden-Gisin95] (experimento real a través de casi 30Km de fibra óptica). Para mas
información consultar, 0. Brassard, “A bibliography of quantum cryptpgraphy”, disponible en
http://www.itr.ch:8000/.-pheinzma/quantlit.html. Ver también la nota 4.
3 Bibliografía sobre teleportación: [Bennett-Brassard-Crépeau-Jozsa-Percs-Wootters93], [Deutsch-
Ekert 93], [Popescu94], [Vaidman 94 a, 95 b], [Davidovich-Zagury-Brune-Raimond-Haroche94],
[Cirac-Parkins94], [Barnett-London-Pegg-Phoenix94], [Braunstein-Mann95], [Gisin 96 b], [Bennett-
Brassard-Popescu-Schumacber-Smolin-Wootters 96], [Braunstein96].
~ Bibliografía sobre computación cuántica: [Bennett 93], [Cirac-Zoller 95] (propuesta de un
computador cuántico con cadenas de iones), [Barenco-Dcutsch-Ekert-Jozsa95], [Sleator-Weinfurter95],
[Bennett95] (articulo de revisión), [Lloyd 95], [Shor95] (cómo reducir los efectos de la decoherencia),
[Dove95], [Pellizzari-Gardiner-Cirac-Zoller95] (cómo reducir mediante medidas continuas los efectos de
la decoherencia en un computador cuántico basado en cavidades), [Barenco-Bennett-Cleve-DiVincenzo-
Margolus-Shor-Sleator-Smolin-Weinfurter 95], [Domokos-Raimond-Brune-Haroche95], [Chuang-
Yamamoto 95]. Para más información consultar “Ike and Raymond’s collection of quantum
computation papers”, disponible en http://feynman.stanford.edu/qcomp/.
~Como ejemplo de la conexión entre estos temas, los trabajos de Ignacio Cirac versan tanto sobre
implementación de computadores cuánticos [Cirac-Zoller95], como sobre fabricación de estados de 0Hz
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resúmenes aquí incluidos son necesariamente incompletos, y pretenden solamente
trasladar una idea cualitativa de las propuestas; el lector interesado es invitado a
consultar los trabajos originales.
Ya en la segunda parte de este capítulo, en la Sec. 5. 4. 1, se describen y comentan
los resultados del único experimento realizado hasta la fecha basado en demostraciones
algebraicas (sin desigualdades) del teorema de Bell-EPR: el experimento de Torgerson,
Branning, Monken y Mandel (TBMM) [TBMM 95] basado en el argumento de Hardy.
En la Sec. 5. 4. 2 se discuten las conclusiones a las que llegan los autores de este
experimento; para ello se siguen dos caminos: primero, se critica el razonamiento teórico
al que someten sus resultados experimentales, y segundo, se presenta un modelo
explícito de variables ocultas locales que reproduce los resultados del experimento
comentado. Estos resultados forman parte de [Cabello-Santos 96]. Tras esta sección se
llega a la conclusión, por otra parte evidente, de que para traducir los argumentos
algebraicos en experimentos reales es necesario antes derivar desigualdades. Esto da pie
a resumir, en la sección Sec. 5. 5, varias propuestas de desigualdades sugeridas por los
argumentos algebraicos, y ver cómo éstas se comparan (desfavorablemente) con los
experimentos clásicos basados en desigualdades de Belí.
El interés de las Secs. 5. 3, 5. 4 y 5. 5 se justifica en el hecho de que las
demostraciones de 0HZ y Hardy hicieron nacer la esperanza de que los experimentos
reales en ellos basados serían más concluyentes que los experimentos realizados sobre
desigualdades de Belí (la idea era simple: puesto que los argumentos son mas sencillos y
las contradicciones mayores, los experimentos correspondientes serán más
concluyentes). Esperanza que se ha demostrado infundada porque, en el mejor de los
casos, ]as nuevas desigualdades derivadas son casos paniculares de las ya conocidas.
Como norma general, en aquellas secciones de este capítulo donde se resumen
resultados de la literatura, se usará la misma notación empleada por sus autores.
[Cirac-Zoller 94] (comentado en la Sec. 5. 2. 4), o esquemas de teleportación cuántica [Cirac-Parkins
94].
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5. 2. Experimentos ideales de tipo GITIZ
5. 2. 1. Cuatro partículas de espín 1/2 (GHZ, 1989)
El argumento 0HZ aparece por primera vez referido a estados de espín de un
sistema de cuatro partículas de espín 1/2 [0HZ 89]; el ejemplo que hemos venido
utilizando para ilustrarlo, con estados de espín de tres partículas de espín 1/2, es una
simplificación del de GHZ debida a Mermin [Mermin 90 a, b, d] (aunque es muy
frecuente en la literatura llamar estado “de 0HZ” al de Mermin). Pese a involucrar
cuatro panículas en lugar de tres, el ejemplo original tiene la ventaja de que el estado
requerido se puede (en principio) obtener por dos desintegraciones sucesivas de una
u,única partícula inicial. En esta sección veremos cómo se puede obtener idealmente este
e
estado y cuál es el correspondiente argumento de 0HZ para ese caso particular. Los
resultados de esta sección proceden de [0HZ 89] y [GHSZ 90].
e
El estado de 0HZ original [0HZ 89] es el siguiente estado de espín de cuatro e
e
partículas de espín 1/2
e(5. 1) e
e





que se desintegra, conservando el espín tota] y su tercera componente, en dos partículas U
ede espín 1 (que llamaremos 1 y II) en el estado entangled e
eyj=(¡+í—í>—I—I+l>)/ 2, (5.3)
e
donde ¡+1 —1) ~ =+í>® ¡s”~= —1>. Cada una de las partículas de espín 1 se e
desintegra en dos partículas de espín 1/2 a las que llamaremos respectivamente 1, 2, 3,
4, de manera que cada estado de una partícula de espín 1 da lugar a otro estado de dos
e
partículas de espín 1/2
9*
S4~~ =+1>—4 jS~” —+1/2>01S2> —+1/2>, (5.4 a)
e
1 = —í> —* — 1/2>0 s[2~ — 1/2>, (5. 4 b) ee
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— —l>--<s§ — l/2>®~SI4> =—l/2>. (5. 4 d)
Haciendo las sustituciones (5. 4 a)-(5. 4 d) en (5. 3), y con la notación
~ obtenemos el
estado (5. 1).
El argumento de GHZ es como sigue: Consideremos un sistema de cuatro partículas
de espín 1/2 producidas de manera que el estado de espín del sistema es (5. 1) y con
partes espaciales tales que se puede considerar que cada una de las partículas está
localizada en una cierta trayectoria y tiene sentido decir que las partículas 1 y 2 se
mueven libremente en la dirección z positiva y las partículas 3 y 4 en la dirección z
negativa. Supongamos que en la trayectoria de la partícula i (i = 1, 2, 3, 4) se coloca un

















Fig. 5. 1. La situación considerada por 0HZ: Cuatro partículas de espín 1/2
preparadas en el estado (5. 1) atraviesan sendos Stern-Gerlach orientados según los
vectores unitarios n
1 (i = 1, 2, 3, 4) perpendiculares a las trayectorias de las partículas.
Tomado de [GHSZ 90].
4.
e’
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que los cuatro sucesos “la partícula i atraviesa el correspondiente Stern-Gerlach
observándose el resultado” (es decir, las cuatro mediciones), están separados por
intervalos de género espacio. Ver la figura 5. 1.
El valor esperado en el estado (5. 1) del producto de los resultados (+1 ó —1) de esas
mediciones es
En particular nos interesaremos en los siguientes casos en los que se producen
correlaciones pei-fectas:
(5. 6 a)
Si ~1+~2—~3—~4=g,entoncesE~(~1, ~, ~, ~4)—+1. (5.6b)
Con los cuatro aparatos de Stern-Gerlach orientados en ángulos satisfaciendo las
condiciones bien de (5. 6 a), bien de (5. 6 b), el conocimiento de los resultados de tres
de las partículas nos permite una predicción con certeza del resultado de la cuarta. Como
en el instante en que se efectúan las mediciones, las cuatro partículas están separadas por
sendos intervalos de género-espacio, supondremos que, por la condición de localidad,
el resultado de cada una de las mediciones no depende de nada que se haya hecho en las
otras tres regiones espacialmente separadas. Esto nos lleva a suponer que para cada
sistema individual de cuatro partículas preparado en las condiciones antes descritas, su
estado de variables ocultas (que denotamos por A) permite definir cuatro funciones,
A1(~1), BÁ(~2), Cft~3), D1(~4), que sólo dependen de la variable entre paréntesis
respectiva y toman valores +1 ó —1, que representan los resultados que se obtendrían en
las correspondientes medidas del espín de las partículas 1 a 4 respectivamente en dicho
sistema individual





Consideremos ahora algunos casos particulares de (5. 7 a):
A2(0)B~(0)C~(0)D~(0)=—l, (5. Sa)
6 La equivalencia entre esta notación y la usada en el capítulo 3 es A2 (~) = y (a’), siendo a un
vector unitario en el plano x-y con ángulo acimutal 4i~.






De las ecs. (5. 8 a) y (5. 8 b) se obtiene
A1(0)C~(0) =A~(qOC2(qÚ, (5. 9 a)
y de las ecs. (5. 8 a) y (5. 8 e) se obtiene
(5. 9 b)
Una consecuencia de (5. 9 a) y (5. 9 b) es
(5. lOa)
que se puede reescribir como
(5. lOb)
porque D1(O) es ±1ó —l y por tanto igual a su inversa, y lo mismo D (~). Entonces,
de las ecs. (5. 8 d) y (5. 10 b) se obtiene
A1(2@)B1(0)C1(O)D2(0) = —1, (5. 11)
que junto con la ec. (5. 8 a) conduce a
(5. 12)
Físicamente uno esperaría que A2(0) y A2t) tuviesen resultados opuestos (puesto que
corresponden a mantener la dirección y cambiar el sentido del Stern-Gerlach). Pero la
contradicción es aún más evidente si consideramos un caso particular de (5. 7 b)
(5. 13)
que, junto con (5. 8 b) conduce a
(5. 14)
que está en clara contradicción con (5. 12). Nótese que en el argumento anterior el
ángulo ~2 ha sido O todo el tiempo, lo que lleva a pensar que la partícula 2 no juega un
papel esencial y que sería posible un argumento teórico similar con sólo tres partículas.
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Esta observación condujo a la versión simplificada con tres partículas que vimos en la
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5. 2. 2. Interferometría de tres partículas (GHSZ, 1990)
Cronológicamente la primera propuesta para implementar el argumento GHZ en un
contexto físico distinto del de estados de espín de tres o más partículas, tiene que ver
con fenómenos de interferencia de tres (o más) partículas [GHSZ 90]. Los resultados de
esta sección proceden de esa referencia. Considérese el interferómetro de tres partículas




Fig. 5. 2. Interferómetro de tres partículas. La fuente emite tres partículas, 1, 2, y 3,
por seis caminos a, b, c, a’, b’, c’, en el estado (5. 15). En el camino a’ hay una lámina
de fase que introduce una diferencia de fase ~ entre a y a’, los caminos a y a’ se
reúnen en un beam splitter previo a sendos detectores d y d’. Análogamente para las
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En la región central del dispositivo de la Fig. 5. 2 se tiene una fuente que consiste en
una partícula de momento lineal (medio) cero, que se desintegra en tres partículas (1, 2 y
9
3) de igual masa o en tres fotones (ligeras modificaciones de] experimento permitirían
otras combinaciones de partículas de diferentes masas, y fotones). Si esas tres partículas
tienen la misma energía (lo cual se puede comprobar poniendo filtros de energía antes de
los detectores), entonces, por conservación del momento lineal, deben emitirse
u,
formando ángulos de 120’ entre si. Rodeando a la zona donde se produce la u,
desintegración, hay seis aperturas: a, b, y e, que forman entre si ángulos de 1200; y a’, e
b’, y c’, que forman entre sí ángulos de 120’ (Fig. 5. 2). La mayoría de los tríos de U
9*partículas que se producen en la fuente no saldrán por ninguno de esas seis aperturas,
e
pero supondremos que podemos ajustar la geometría de la fuente y de las aperturas de e
manera que las partículas 1, 2, y 3 saldrán o bien por a, b, ye; o bien por a’, b’, ye . U
Por tanto, el estado de las tres partículas a la salida de las aperturas puede escribirse 9*
e
como la siguiente superposición u,
e
14f>=*(Ia>íIb>zlcX ±Ia’>11b’>21c’>3), (5. 15) eU
e
donde la> denota la partícula 1 en el camino a, etc.
7
e
En los caminos a’, b’, c’ se introducen sendas láminas de fase que introducen e
diferencias de fase ~, ~ ~, entre, respectivamente, a y a’, b y b’, e y e’. A e
econtinuación cada pareja de caminos con la misma letra se hace incidir sobre cada una de
e
las caras de un beamsplitter (divisor de haz). Tras cada beamsplitter hay una pareja de e
detectores (d y d’, e y e’,fyf’, respectivamente). La acción de las láminas de fase e
(cuando las hay) y los beamsplitters hace que la evolución de los estados ¡a>







ja’>1 —* u(íd’> + lid>1), (5. 16b)
e
donde id>1 denota el estado en que la partícula 1 sigue el camino que conduce al detector e
e
d, etc. Los estados lb>2 y le>3 evolucionan de forma análoga a (5. 16 a) y los estados
lb’>2 y le’>3 evolucionan de forma análoga a (5. 16 b) (cambiando íd>1 por le>2 y
u’ u,
y ¡d’>, por le’>=y ¡f’¿3~ y ~ por @2 y ~ respectivamente). A partir de (5. 15), con e
e
u
‘~ La analogía del estado (5. 15) con el estado de tres partículas de espín 1/2, considerado en la Sec.
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los cambios (5. 16 a), (5. 16 b) y similares, y suponiendo que todos los detectores son
perfectos y que no hay pérdidas durante el vuelo, se pueden calcular la probabilidades
de encontrar las tres partículas en las distintas combinaciones de detectores. Denotando
por R~, (d, e,f) la probabilidad de detectar simultáneamente la partícula 1 en d, la





etc. (si el número de detectores con primas es par, hay un signo más como en (5. 17 a);
si es impar, hay un signo menos como en (5. 17 b)). Si asociamos el valor +1 a las
partículas que llegan a detectores sin prima, y —l a las partículas que llegan a detectores
con prima, el valor esperado del producto de los tres resultados es
(5. 18)
de manera que con una elección adecuada de los ángulos, se pueden obtener
correlaciones perfectas,
Si ~ +@2 +~3 =~/2,entonces E~(~1, ~, ~3)=±l, (5. 19 a)
Por ejemplo, supongamos que en cada brazo del interferómetro, la correspondiente
lámina de fase puede tomar dos valores ~ =0 y ~‘ = zr /2. De acuerdo con (5. 18),
(5. 20)
mientras que, de acuerdo con (5. 19 b),
E~0rI2ar/2,r/2)=—l. (5. 21)
Las ecs. (5. 18), (5. 19 a) y (5. 19 b) son análogas a las ecs. (5. 5), (5. 6 a).y (5. 6
b) de la sección anterior, sólo que ahora las fases introducidas por las láminas de fase
hacen el papel de en la sección anterior hacían los ángulos acimutales de las
orientaciones de los Stern-Gerlach. El argumento GHZ es pues paralelo al de la sección
anterior.
218 Capitulo 5. Experimentos sobre el teorema de Beil sin desigualdades
5. 2. 3. Interferometría con fuentes independientes
(Yurke-Stoler, 1992)
En casi todos los experimentos sobre partículas preparadas en estados entangled se
insiste en que las partículas tienen un origen común o que han de haber interactuado
alguna vez en el pasado (como ocurre en las dos secciones anteriores). Por ese motivo
u,
es llamativa la propuesta de Yurke y Stoler [Yurke-Stoler92 a] en la que se implementa
e’
el argumento de GHZ con tres partículas creadas en fuentes independientes8. Los u,












































8 De hecho, el dispositivo de la Fig. 5. 3 es una distorsión topológica del de la Fig. 5. 2, como se
ve en [Yurke-Stoler 92 a], p. 1252.
G2R2
Psi
Fig. 5. 3. Interferómetro de tres partículas procedentes de tres fuentes
independientes PSi (i = 1, 2, 3). Tomado de [Yurke-Stoler92 a].
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El dispositivo de Yurke y Stoler se ilustra en la figura 5. 3; consiste en tres fuentes
de partículas PSi (1=1, 2,3), a la salida de las cuales se colocan sendos beamsplitters
Si (con transmitividades y reflectividades 1/2); en los caminos de salida de estos
beamsplitters hay sendas láminas de fase previas a sendos beamsplitters Di (con
transmitividades y reflectividades 1/2), a cuya salida hay sendos detectores Gi y Rl.
Denotaremos por ~ (&¿) a la diferencia de fase que introduce la lámina de fase que
está en la dirección que acaba en Gi (Ri).
En notación de segunda cuantificación, el estado de partida a la salida de las tres
fuentes es
1 t t
= a,,~1 a~ aR3¡0>, (5. 22)
donde a1~ (a,) es el operador de creación (aniquilación) de los modos de salida de la
fuentes PSi y lo> denota el estado de vacío9. Al pasar por el beamsplitter Si (en el que
por el otro canal entra el vacio), por las respectivas láminas de fase, y por los
beamsplittersDj, j=l, 2,3 y D(j—1) (dondesi j=1, j—l :=3), cadauno de los a,
se transforma en
1 -4,
—* ~ .)—e 0~4(—id. 1) +dG(ÍQ]. (5. 23)2 JGjRQ—
A partir de (5. 22) y (5. 23) podemos ca]cular las probabi]idades de los diferentes
resultados posibles. En cada par de detectores Ri, Gi, pueden darse, en principio ]os
resultados {O, R, G, R2, G2, RG} (i.e., que no haya ninguna detección, que Ri detecte
una partícula y Gi ninguna, que Gi detecte una partícula y Rl ninguna, que Ri detecte
dos partículas y Ci ninguna, que Gi detecte dos partículas y Rl ninguna, que Ri y Ci
detecten una partícula cada uno). Llamemos A al conjunto de los sucesos en los que
cada par de detectores Ri, Ci (i = 1, 2, 3) ha detectado una sola partícula, y ha habido
un número impar de detecciones R, es decir
A = {RRR, RGG, GRG, GGR}, (5. 24 a)
donde, por ejemplo, RGR quiere decir que en el par de detectores Rl, Cl se ha obtenido
un resultado R, en el par R2, G2 se ha obtenido un resultado C, y en el par R3, G3 se
ha obtenido un resultado R. Con análoga notación, sea
B={GGG, GRR, RGR, RRG} (5. 24 b)
En [Yurke-Stoler92 a] se describen varias formas de fabricar el estado (5. 22).
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No nos interesaremos por el resto de los sucesos. La probabilidad de cada uno de los
.2
cuatro sucesos del conjunto A (B) es sin 4> ~ cos2 4>), donde
i3
~=sX~í —4>~~). (5. 25) e’
e’
e’Si llamamos 44 = — 4>Gi~ y suponemos que cada 44 sólo puede tomar los valores O
e’
y ir /2, el experimento descrito exhibe características análogas a los de las secciones e’
antenores: e’
U
(a) Si uno de los 4~ vale O y los otros dos valen ir /2, siempre que se detecta una
e’
partícula en cadapar de detectores, el resultado es (con certeza) de tipo A.
*
e’(b) Si los tres 4>~ son O y se detecta una sola partícula en cada par de detectores, el U
resultado es (con certeza) de tipo B. *
u,
Idealmente (suponiendo detectores perfectos), si se detecta una sola partícula en dos
Ude las parejas de detectores, se sabe con certeza que la tercera pareja de detectores
U
detecta una sola partícula. Con los tres 4 uno igual a O y los otros dos igual a ir /2,sí
se conocen los resultados (G o R) de dos de Jas detecciones, se conoce con certeza el e,
resultado de la tercera (porque con esas elecciones de ángulos sólo se dan resultados del
U
conjunto A, esto es con un número impar de Rs). Lo mismo sucede si los tres 4> son O
e(porque entonces sólo se dan resultados del conjunto B, esto es, con un número par de u,
Rs). Luego supondremos que puesto que la elección del correspondiente 4>~ se hace en e
una región espacialmente separada de las otras dos, en una teoría de variables ocultas e
*locales el tercer resultado está predefinido, es decir, que la tercera partícula sabe de
e
antemano cómo responder a cualquiera de las alternativas de 44. Y, por un razonamiento u,
totalmente simétrico, lo mismo pasa con las partículas primera y segunda. Cabe suponer e
pues, que existe un conjunto de seis instrucciones definidas (las dos respuestas e
e
alternativas de cada una de las tres partículas). Denotemos cada uno de esos conjuntos
por una matriz 2 x 3 {/34, donde el índice i puede valer 1 ó 2 según sea la diferencia de u,.
fase 4>~ (0 ó ir/2 respectivamente), y el indice./ especifica el detector (/ = 1, 2, 3); 9
e jR, G}. Es fácil ver que con las elecciones de fase 122 (esto es, 44 = o, e
4>2 = 4>, = ir12), 212, y 221, los únicos conjuntos admisibles (en una teoría de variables u,
ocultas locales) de instrucciones, {/3~,}, son: e’
e{RRR1 IRGG~IGRG1 f GCR1 f RRR 1fRGGIfGRG1ICGR1 u,
RRRIÁRGGI’TGRGJ’ÁCGRIÁGGGIÁ CRR{‘~ RGR1’1RRGI~526~
U
Teniendo en cuenta (5. 26), al hacer la elección de fases 111 sólo deberíamos obtener u,
e
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puede encontrarse en la referencia original) es justamente lo contrario: sólo se dan
sucesos con un número par de Rs.
5. 2. 4. Tres átomos en interacción con cavidades
(Cirac-ZolIer, 1994)
En lugar de los dos posibles estados (+1/2 y —1/2) de partículas de espín 1/2, se van a
usar átomos de dos niveles. El “entanglement” se produce en este caso por interacción
con el campo electromagnético contenido en una cavidad. Se han propuesto formas de
fabricar singletes de esta manera [Phoenix-Barnett 93], [Cirac-Zoller 94]; aquí se
resume la propuestade [Cirac-Zoller94] para fabricar el estado de GHZ-Mermin
donde íd-,>, it> denotan, respectivamente, los estados fundamental y excitado del
átomo i-ésimo. Supongamos que el modo de la cavidad es inicialmente una
superposición coherente de los estados de Fock lo> y ¡3>,
1w» =*(¡O>—¡3>). (5. 28)
Este estado se puede preparar mediante el paso de átomos de dos niveles con estructura
Zeeman a través de una cavidad [Parkins-Marte-Zoller-Kimble 93], o, alternativamente
mediante medidas sobre los átomos que salen de la cavidad que proyecten el estado de la
cavidad a (5. 28) [Vogel-Akulin-Schleich93].
Una vez preparada la cavidad en el estado (5. 28) se hacen pasar a través de ella, uno
a uno, tres átomos en estado fundamental, con velocidades respectivamente y1, y2, y3.
Consideremos para empezar la interacción del primer átomo con la cavidad.
Supondremos que la interacción átomo-cavidad viene descrita por el hamiltoniano de
Jaynes-Cummings [Shore-Knight93],
H=ig(t)(a~a—ata), (5. 29)
,4A’II 1•donde oj =1 ‘w’-i
es el operador de excitación del átomo de dos niveles y a y
a son los operadores de creación y destrucción para el modo de la cavidad. Se ha
supuesto que la transición entre los dos niveles del átomo está en resonancia con el
modo de la cavidad. El parámetro de acoplamiento entre el átomo y la cavidad es
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que depende del tiempo que pasa el átomo dentro de la cavidad. El hamiltoniano (5. 29)
tiene dos propiedades relevantes para nuestra discusión:
— El estado I$>lo> no cambia durante la interacción.
— Los estados [¡‘>10> y ¡1)11> sufrirán oscilaciones del vacio de Rabi [Walther 92],
[Thompson-Rempe-Kimble 92] que dependerán del tiempo de interacción del átomo con
la cavidad (y por tanto de la velocidad del átomo a la entrada de la cavidad).
Como el átomo está en estado fundamental, la parte ~O>~d-~>no cambia durante la e’
w
interacción. Por el contrario, si se selecciona la velocidad y de forma que el estado e,
efectúe medio ciclo de Rabi al final de la interacción, el estado del átomo 1 más e’
la cavidad es e,
e’
e
I4~X =~(lO>I{>—I2)ItI>). (5. 30) u,
*
e
Análogamente, como el segundo átomo también está en su estado fundamental, el estado
•1 Ujo>Id~~> no cambia en durante la interacción. Si se selecciona la velocidad y2 de manera e
que el estado 12>1<> efectúe medio ciclo de Rabi, el estado del átomo 1 más el átomo 2 e
*




eFinalmente, seleccionando adecuadamente la velocidad del tercer átomo, el sistema de





Otra propuesta de fabricación de estados tipo GHZ con átomos pasando por cavidades U
es [Wódkiewicz-Wang-Eberly 93].
e
La misma idea sirve (como se sugiere en [Cirac-Zoller94]) para preparar estados de
e.
Hardy. En la Sec. 5. 3. 5 veremos una propuesta para preparar estados de Hardy con u,
átomos en cavidades, e
e,
Otros resultados similares (implementación ideal de variantes del argumento de GHZ e
en distintos contextos físicos) que no nos detendremos a comentar son: [Zukowski 91 a,
e
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5. 3. Experimentos ideales de tipo Hardy
5. 3. 1. Electrón-positrón en interferómetros solapados
(Hardy, 1992)
Hardy [Hardy 92 a] presentó originalmente su argumento sobre el dispositivo de la
figura 5. 410
10 Este dispositivo es una modificación de otro propuesto por Elitzur y Vaidman para un propósito
distinto (“Quantum mechanical interaction-free measurements”). En [Elitzur-Vaidman 93] se dice, p.
996: “A few preprints of this paper, written in 1991 (Tel-Aviv University, TAUP 1865-91). were
circulated among our colleagues and stimulated a number of publications rHardy 91 a, 92 a, b] (y otra
más) pointing out new applications of our proposed experiment.”
cz
Fig. 5. 4. Dispositivo de Hardy: dos interferómetros de Mach-Zehnder, uno para
electrones y otro para positrones, solapados. Los detectores U4 y 14 (con i = 1, 2) se
pueden quitar. Tomado de [Hardy-Squires92]; también en [Hardy 92 a].
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El dispositivo de Elitzur y Vaidman consiste en dos interferómetros Mach-
Zehnder1 ~, uno para electrones y otro para positrones, solapados en un punto P común
a uno de los caminos de cada interferómetro. Llamaremos u
4 y v~ a los dos caminos
internos del interferómetro i, y e, y d1 a los dos canales de salida del interferómetro i
12.
Cada uno de los interferómetros por separado está ajustado de manera que no salgan
partículas por el canal d
1 cuando entran por el canal s~.
.3






siendo ¡sj el estado de entrada de la correspondiente partícula (¿=1 positrón, i= 2
electrón) en el correspondiente canal de entrada s~, 1u1> el estado de la partícula i en el e
camino u1, y ¡y4> el estado de la partícula i en e] camino y..
e
u,Los caminos u1 y u2 se solapan en el punto P, de forma que si el positrón toma el
e
camino u,, y el electrón el camino u2, y llegan al mismo tiempo a P, en P ambos se
aniquilan con probabilidad unidad emitiendo un fotón, U
U
Iul>1u2>—417>. (5. 34) *
*





En cada interferómetro se pueden colocar detectores bien en los caminos internos u. U
e
y y1 (en cuyo caso denotaremos los correspondientes detectores por U1 y ~) o bien en
e
los canales de salida c, y d4 (en cuyo caso los denotaremos por C, y D1); ver la Fig. 5.
4. Por tanto, podemos hacer uno de los cuatro experimentos alternativos siguientes: e
e
(i) Introducirlos detectores U1, Vj U2, 14. U
e
(u) Introducir C1, D~, U2, ~~2•
e
U(iii) Introducir U1, y1, C2, D2. e,
e
(iv) Introducir C1, D1, <2’ D2. u,
____________________ u,
~ Un interferómetro de Mach-Zebnder consiste en un beamsplitter, sendos espejos a la salida del U
*
mismo, y a continuación otro beamsplitter en los caminos de los espejos. *
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Como no contiene el término 1u1>1u2> (debido a la aniquilación (5. 34)), si
hacemos un experimento de tipo (i), la probabilidad de que los detectores U1, U2 se
disparen a la vez es cero,
1~,(U1,U2)=0. (5.36)
Los beamsplitters de salida BSBJ y BSB2 convierten
¡u,>-4w(¡eí>+ i¡d}, (5.37 a)
I¾Y*~(iIc1>+ ¡d4>). (5.37 b)
Por tanto, si hacemos un experimento de tipo (u) (es decir, quitamos los detectores U1,
V de delante de BSBJ y ponemos los detectores C~, D1 detrás de BSB 1), el estado
Iv’> evoluciona a
IvÍ2>=~j~(l~Ir>Ieí>Iu2>+ 2iIeí>¡v2> + iId1>IuD), (5. 38)
estado para el que
Jt(U2IDí)=l. (5.39)
Análogamente, en un experimento de tipo (iii) el estado ¡y,’> evoluciona a
2i Iv’í>Ie2>+ iluí>Id=>), (5. 40)
estado para el que
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r
Las expresiones (5. 36), (5. 39), (5. 41), (5. 43) permiten obtener una contradicción
con las variables ocultas locales. Supongamos que la decisión de qué se mide en cada
y
interferómetro (U1, y o C,, D1) la toman dos experimentadores en regiones separadas
por un intervalo de género espacio. Supongamos que ambos experimentadores optan e’
por colocar los detectores C,, D,, y consideremos sólo aquellos sucesos en los que se e’
tdisparan los detectores D1 (esos sucesos son posibles, de acuerdo con (5. 43)). El
e’
experimentador 1 infiere que si el experimentador 2 hubiese optado por poner los u,
detectores U2, 14, se habría disparado el detector U2, de acuerdo con (5. 39). .4
u,Análogamente el experimentador 2 infiere que si el experimentador 1 hubiese optado por
.3
poner los detectores U1, V1,se hab ría disparado el detector U1, de acuerdo con (5. 41).
Pero de acuerdo con (5. 36), U1, U2 nunca se pueden disparar a la vez. Existe pues una e,
contradicción entre la predicción cuántica (5. 36), y las inferencias basadas en (5. 39) y e’
(5. 41). El argumento es completamente similar al que vimos en la Sec. 3. 4. 4. De
e’
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5. 3. 2. Interferómetros ópticos solapados (Hardy, 1992)
Poco después de la propuesta anterior, Hardy da otra versión menos gedanken de la
misma. El dispositivo, que se ilustra en la figura. 5. 5, consiste en dos interferómetros
ópticos solapados en los que se inyectan sendos fotones de la misma frecuencia,
emitidos en un proceso de parametric down conversion en un cristal no lineal (NLC). La
notación para los caminos y los detectores es la misma que en la sección anterior. Las
M1 representan espejos, las BS’s beamsplitters.
Los beamsplitters BSA, y BSB tienen transmitividad 1/2, y los BSC1 tienen
transmitividad 1/3. Con esta elección de transmitividades es posible ajustar las
longitudes de los caminos ópticos de manera que si se bloquea la entrada del fotón 2 (1)
a su interferómetro, entonces el fotón 1 (2) no puede detectarse en D1 (D2).
Después de teneren cuenta la acción de los beamsplitters B5144, de los espejos M4,
y del beamsplitter BSB, el estado del sistema es, [Hardy 92 b],
M
¿
Fig. 5. 5. Dos interferómetros ópticos solapados. Los detectores U1 y 14 (con
= 1, 2) se pueden quitar. Tomado de [Hardy 92 b].
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¡1> ¡o> (5. 44)
2 “ V¡ U
2
donde Ií>~ I0>,I0>~ I1>~ denota el estado en el que hay un fotón en el camino u1, otro
en el camino y2, y ninguno en los caminos u2 y y1. es el estado que contiene sólo
términos en los que los dos fotones están en el mismo interferómetro. Sólo nos
fijaremos en aquellos sucesos en los que llega un fotón a un detector con subíndice 1 y
otro fotón a un detector con subíndice 2. Con la misma notación que en la sección









24~ Io>~, jí>, ~>¡o>U2 ~‘2 U1wdonde, ~2> denota un el estado que contiene sólo términos en los que los dos fotones





en aquellos experimentos en los que los fotones se detecten cada uno en un
u,interferómetro.
1~ 9*
Si el experimento es de tipo (iii), el estado Iv’’> evoluciona a un estado ¡4¼>para el U





en aquellos experimentos en los que los fotones se detecten cada uno en un
einterferómetro,
e
Finalmente, si el experimento es de tipo (iv), el estado 1v’1> evoluciona al estado u,
lo>
Iy,4> =1¡~hp4> + ~~Ii>~10>4 ll>C, 10>42 64~[ dil O> ¡1>4
1
—&io>. 1>41 ¡>~2 ¡0>4 + —lo> Ii>6 ~‘ <“
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para el que (prescindiendo del estado 194> y renormalizando)
1
Las condiciones (5. 45), (5. 47), (5. 48) y (5. 50) son análogas a las de la sección
anterior. El argumento de imposibilidad de variables ocultas locales es el mismo.
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5. 3. 3. Fermiones idénticos en interferómetros solapados
(Yurke-Stoler, 1993)
9’
En los dos casos anteriores, la aniquilación electrón-positrón o la interferencia entre
dos fotones nos permitían eliminar ciertas componentes del estado, y de esta manera
obtener estados susceptibles de hacer sobre ellos un argumento de tipo Hardy. Otro
.4
mecanismo que hace la misma función [Yurke-Stoler93] es el principio de exclusión de
.4
Pauli [Pauli 26]. La propuesta de Yurke y Stoler se ilustra en la figura 5. 6. La notación












































Fig. 5. 6. Dos interferómetros de Mach-Zehnder que comparten el camino wi. Si se
inyectan en los caminos s (con i = 1, 2) dos fermiones idénticos, debido al principio de
exclusión de Pauli ambas partículas no pueden estar a la vez en el camino w1. Los
beamsplitters BSC1 se pueden quitar (o equivalentemente, se pueden poner sendos
detectores U4 y 14 en los caminos u1 y y). Tomado de [Yurke-Stoler93].
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En representación de Heisenberg y en notación de segunda cuantificación, el estado
a la entrada del doble interferómetro es
(5. 51)
donde s es el operador de creación del modo 54, y
Suponiendo que los beamsplitters BSA1 hacen la transformación de modos
C VJ 1—t ~~I




con J = 1, 2, que el beamsplitter BSB hace la transformación
C D=*G OCtD~ (5. 53)
que el beamsplitter B5132 hace la transformación
C i=+C: w Á~II 11ÁW2) (5. 54)
y teniendo además en cuenta las relaciones de anticonmutación para fermiones
t te = —wí e
2, (5. 55)
y el principio de exclusión de Pauli (un modo fermiónico no puede estar doblemente
ocupado)
w1w¿=e¿ =0, (5. 56)
e] estado de la pareja de fermiones después del beamsplitter BSB2 es
Ivíí>=—%v¡ < + iv~u + iu¡<)IO>—’(u~SI
‘fi





donde el primer término del lado derecho contiene sólo componentes en las que hay una
partícula en cada interferómetro, el segundo término contiene sólo componentes en las
que las dos partículas están en el mismo interferómetro, y el tercer término contiene
componentes en las que una partícula es detectada por el detector E. De nuevo podemos
hacer cuatro tipos de montajes:
232 Capítulo 5. Experimentos sobre el teorema de BeIl-EPR sin desigualdades
(i) Se quitan los beamsplitters BSC1 (lo cual es equivalente a introducir los
detectores U~ y 1’ en los caminos u1 y y1) y BSC, (lo cual es equivalente a introducir
los detectores U2 y 1/~ en los caminos u2 y y2).
(u) Se quita BSCI (es decir, se introducen U1 y 1’) y se deja BSC2 (es decir, se
dejan C2 y D2).
(iii) Se deja BSCI (es decir, se dejan C1 y D1) y se quita BSC2 (es decir, se
introducen U2 y ~2)~
(iv) Se dejan BSC1 (y C\ y D1) y BSC2 (y C2 y D2).
En un experimento de tipo (i) para el estado (5. 57)
1JÁU1, U2)=0. (5. 58)
En un experimento de tipo (u), suponiendo que los beamsplitters BSC4 hacen la
transformación
CZO=*CI OK>












para aquellos sucesos en los que no se disparen ni C2 ni E (entonces es más razonable
escribir It(U1 ID2, —C2, —E)=l).
Para un experimento de tipo (iii) el estado y1> evoluciona a
1idu~ —cuiO’>—4c d1 +uvl)IO>+ Iz I2’..5’I
1
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P~(U2IDi)=l. (5.63)
para aquellos sucesos en los que no se disparen ni C1 ni E
Por último, en los experimentos de tipo (iv), el estado 1 4~~> evoluciona a
= ——(—3e1 < + id < + i et d~ —d II10 1 21w4> l (5. 64)
—<3c
t idt + 3i5 4 —d)ejo>
para el que
(5. 65)
Con las propiedades (5. 58), (5. 61), (5. 63) y (5. 65) se puede hacer un argumento
de Hardy análogo a los de las secciones anteriores.
5. 3. 4. Una fuente de un solo fotón (Hardy, 1994)
Un ejemplo físico curioso en el que se puede implementar el argumento de Hardy
fue propuesto por Hardy en 1994 [Hardy 94]. Esta propuesta provoco una controversia
([Peres 95], [Vaidman 95], [0HZ 95]), más relacionada con la pretensión de su autor
de estar demostrando la no-localidad de un solo fotón13, que con el fondo del asunto (se
trata de las mismas ideas que hay detrás de la demostración de Hardy pero en un
contexto más exótico14).
13 Bibliografía sobre no-localidad de un solo fotón: [Grangier-Roger-Aspect86], [Grangier-Potasek-
Yurke 88], [Tan-Walls-Coliett91], [Hardy 91 a], [Santos92 a], [Czachor94], [Home-Agarwal95].
14 Tal es la opinión de varios autores, por ejemplo, [Vaidman 95 a], “1 believe that its
interpretation as a single photon experiment is misleading. (...) In fact, Hardy’s work is, essentially, a
transíation of bis other results on nonlocality for two particles without inequalities [Hardy 93].”
También [GHZ 95], “Hence we cannot identify a single photon as responsible for each effect, and thus
Hardy’s description of bis effects as nonlocality of a single photon is unjustifiable.” [Peres95 a], “[the
origin of the nonlocality] is simply dueto the creation of a component Il>all>b by the detecting process
itself.”
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Primero se necesita una fuente para preparar estados del tipo q¡0> + f¡l>, donde lo)
denota el estado de vacío, y II> el estado de un único fotón (véase la descripción de esa
fuente en [Hardy 94]). El estado así preparado entra en el canal s del dispositivo de la
figura. 5. 7.
En el canal t entra el estado lo). Así que el estado a la entrada del primer beamsplitter
es (q¡O>2 + r¡O~ )l0X. El dispositivo consta de tres beamsplitters de transmitividad 1/2


































































Fig. 5. 7. El estado q¡O> + fil> entra en s, el estado ¡0> entra en t, y los estados
coherentes 1 a~> y a2> entran en, respectivamente, a1 y a2. Los detectores de los
caminos u1 y u2 se pueden quitar. Tomado de [Hardy 9411.
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1
Ií>~I<IOb —*—(iI0>~Il>4+Il>~I0>j, (5. 68)42
Cada uno de los canales de salida u1, u2 del primer beamsplitter incide sobre un
nuevo beamsplitter donde se mezclan respectivamente con los estados coherentes a1 >,,
y cxi 15 que entran respectivamente por los canales a~ y a,.
Vamos a considerar cuatro experimentos:
(i) Con los detectores U~ (en el camino u1) y (13 (en el camino u2).
(u) Sin U1 (es decir, con C1 y D1) y con (13.
(iii) Con (J~ pero sin ~2 (es decir, con C2 y D2).
(iv) Sin U~ ni (13.
En un experimento de tipo (i), como a la salida del primer beamsplitter el estado es
tendremos,
P~J(U1 =l,U3 =l)=O. (5. 70)
(Recuérdese que la fuente sólo emite un fotón cada vez).
En un experimento de tipo (u), el estado 1v’1> evoluciona a (véanse los cálculos
detallados en [Hardy 95])
¡ (¡y,2> = Ne~1’ ~~¡O>10>4 + ya1q — ~jjj¡í>~¡O>~
+ + 1 + ML..iIl>~, (5.71)I<P2>jIO>u2
donde M y N son constantes, y 9’2> contiene sólo términos con dos o más fotones
(como sólo estamos interesados en los casos en que se detecte un sólo fotón, no
prestaremos atención a estos términos). Se eligen los parámetros del experimento de
manera que
15 lgIa>=e2
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r
así en el estado (5. 71)
.4
L4U2=llC~=O& D=l)=l.








Análogamente, en un experimento de tipo (iii) el estado Iv’í> evoluciona a un estado
1 4~~> similar a (5. 71). Eligiendo los parámetros del experimento de manera que
r
ia2q+—— O (5. 74) e,
mt
el estado ¡y,3> es tal que
I~,(U1=lIC2=O& D2=1)=1. (5. 75)
En un experimento de tipo (iv), el estado jy,1> evoluciona a un estado lv’ 4> (que no
escribimos explícitamente), para el que
16¡q<
(5. 76)
siendo el miembro de la derecha de (5. 76) distinto de cero si q y r también lo son. De
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5. 3. 5. Dos átomos en interacción con cavidades
(Freyberger, 1995)
[Freyberger 95] propone otra implementación física del argumento de Hardy. Su
dispositivo, que se ilustra en la figura 5. 8, consta de dos cavidades de microondas C1 y
C2, cuyos campos, inicialmente en el estado de vacio, se correlacionan haciendo pasar
un átomo de dos niveles en un estado inicial superposición de su estado de mínima
energía lg> y de su estado excitado le>. La preparación se completa cuando D, que es
un detector de ionización, detecta el estado ¡g>.
El segundo paso consiste en mandar un átomo (de dos niveles) 1 en su estado de
mínima energía ¡g>1 a través de la cavidad C~, y otro átomo (de dos niveles) 2 en su
estado de mínima energía [g>2a través de la cavidad C2. El estado de los dos átomos a
la salida de las cavidades es de la forma
(5. 77)
donde los coeficientes c, dependen de los parámetros específicos del experimento
(véanse los detalles en [Freyberger95]) y se pueden ajustar de manera que c~ e2 c3 !=0.
A la salida de las cavidades hay sendos campos de microondas clásicos M seguidos
de sendos detectores de ionización D.. La combinación de M1 y D permite analizar
.c2
C~jg> + Ce le>
Ci
Fig. 5. 8. Esquema del dispositivo de Freyberger. Las C, (con i = 1, 2) son cavidades
• de microondas, D, D son detectores de ionización, las M, son campos de microondas.
Tomado de [Freyberger 95].
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cualquier superposición arbitraria de lg> y ¡e>1 del átomo i [Davidovich-Maali-Brune-
Raimond-Haroche 93], [Davidovich-Zagury-Brune-Raimond-Haroche94].
En particular, permite hacer los siguientes experimentos:
(i) Medir los observables E1 y E2, siendo
= ¡e>~ ~<e¡, E2 =Ie>22<e¡. (5. 78 a), (5. 78 b)
(u) Medir E2 y el observable S~ definido como
SI =(1~l~Icí/c2kYí~JgX
e2
(ji) Medir E1 y el observable 53 definido como





(iv) Medir S~ y S2.
En el estado (5. 77)
Pq>}Eí =1,E2 =i)= 0,
JjJ,(E1 =1153 =l)=l,





condiciones permiten, de nuevo, hacer un argumento de




máximo, relacionado con la razón áurea, calculado en la Sec. 3. 4. 4. c), si
[c1[2=(‘%G —l)/(4+ 3) y le2!2 =1e312 = 2/Q.,/S+ 3). El autor de la propuesta afirma
que con los parámetros reales del experimento ideal que propone no se puede obtener
ese máximo estricto (en particular porque no se puede ajustar la relación ¡ej = 1c4)
aunque sí valores muy próximos a ese máximo, J~, (S~ = 1,53 = 1) = 0.089, y añade, p.
3350, que “In any case it will be difficult experimentally to distinguish an event with a
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5. 4. Experimentos reales
5. 4. 1. El experimento de TBMM (1995)
El primer experimento real basado en el argumento de Hardy es el realizado por
Torgerson, Branning, Monken y Mandel (TBMM en adelante) [TBMM 95]
(previamente propuesto por Torgerson, Branning y Mandel (TBM) en [TBM 95]).
El experimento, cuyo esquema se muestra en la figura. 5. 9, es el siguiente. Dos
fotones, que llamaremos señal (5) y testigo (T), son emitidos simultáneamente y con la
misma polarización lineal por un cristal no-lineal en un proceso de parametric down
conversion (PDC). En el camino de T se inserta un rotador de ir /2, R0, de manera que
produce una polarización ortogonal a la del camino 5. Se toma como eje x la dirección









Fig. 5. 9. Tomado de [TBMM 95]. Ver también [TBM 95].
e’
240 Capítulo 5. Experimentos sobre el teorema de Bell-EPR sin desigualdades
fotones así polarizados atraviesan un beamsplitter BS cada uno en un sentido y con
incidencias (respecto al BS) próximas a la normal, y emergen mezclados en dos
direcciones que llamaremos 1 y 2. Si las longitudes de los dos caminos ópticos hasta el
ES son iguales, el estado cuántico del par de fotones a la salida del ES es [Ou-Hong-
Mandel 87] 4’
4’
Iv’>=T~T.¡1>1~I1>2. +R~R~I1>11l>2~ +T RI1>írIl>í +R~TIl>2jl>21. (5. 85) 4’
.4
donde ~1, 71.’ R~, R~ son los coeficientes de transmitividad y reflectividad en las u’
direcciones x e y de una de las caras del ES, y T~, 7?~,, R~, R~, los de la otra.
.3
denota el estado en el que hay un fotón polarizado según x en la dirección 1 y otro fotón e’
*polarizado según y en la dirección 2, la notación es análoga para los otros tres estados.
e,Dado que la incidencia con el ES es próxima a la normal, podemos suponer u,
t=T~:=T~ R~=R~:= R, fl=T~, :=T, R~ =R~ :=R.Tambiénsesupone ITi=ITI, e
E e¡ Rl =1 Rl. El estado (5. 85) así preparado es, como vamos a ver, un estado de Hardy.
u,
Se coloca en cada una de las direcciones, una lámina de media onda (que se puede u,
rotar) R,, seguida de un polarizador lineal (que permanece fijo durante el experimento)
J~, y un detector D.. Ambos detectores están conectados a un contador de u,
./
e
coincidencias. Tras la preparación del estado (5. 85) y, supuestamente en dos regiones e
(1 y 2) separadas por un intervalo de género-espacio (lo que seguramente no ocurre en u,
el experimento real de TBMM), se procede a detectar los fotones que llegan con una u e
otrapolarización (0~ o, alternativamente, ~ para la región 1, y 02 o, alternativamente, e
U
020 para la región 2). e
e
Se puede comprobar que, suponiendo un ES ideal, sin absorción, es decir que
ITI <Rl =1, y tal que ITI!=IRIexisten ángulos de polarización 0l’ 82, 010, 020 eu,tales que se satisfacen las cuatro condiciones de Hardy:
P/0








Si suponemos que la probabilidad de detección por un detector perfecto colocado e
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(5.90)




El experimento de TBMM consiste en, tras la preparación descrita antes, medir
N(01, 0=0),N(01<>, 02), N(Q<>, 0~<>), N(0~, 0~); donde N(01, 02) es el número de
coincidencias detectadas con esa combinación de polarizaciones durante 10 s con el BS
en la posición en la que los caminos ópticos son iguales’
6. En particular, se eligen los
ángulos de polarización de manera que la probabilidad (5. 89) sea cercana a la máxima
obtenible en un experimento de este tipo. Un cálculo [TBM 95], parecido al que ya se
realizó para el caso de direcciones de espín para dos partículas de espín 1/2, conduce a
que el valor máximo se obtiene con
ITI 0,32, ¡R¡ =0.68, (5. 93)
0l=18’, 03=72’, 01<> =—56’, 02<> =—34 , (5. 94)
siendo en ese caso
J30J,03)=0.09. (SAS)
En el experimento real ¡TI2 =0.70, ¡Rl2 =0.30, Oi 74.3’, 03=15.7’,
0<> —56.8’, 020 = —33.2’.
Para relacionar las cantidades medidas N(0
1, 03) con las probabilidades
J~, (0<, 03), los autores hacen la hipótesis de fair sampling según la cual la muestra
detectada en un experimento con polarizadores y detectores reales es una muestra no
sesgada respecto a la que se obtendría con polarizadores y detectores perfectos
17. Con
16 Para asegurar que los caminos ópticos hasta el BS son iguales, el ES es móvil y se miden
N(6, 02,), N(6, 62), N(0, 09, N(6, 6,) para distintos desplazamientos del ES. Para los
cálculos posteriores se toman los mínimos experimentales de estascantidades.
~ Hacer la hipótesis dc fair sampling implica suponer que (a) las pérdidas de fotones por absorción
en los polarizadores y (b) la eficiencia de los detectores, son independientes de la polarización de los
fotones. Como ya se ha dicho, en el experimento de TBMM se rotan las láminas de media onda en lugar
de los polarizadores para asegurar que los detectores reciben siempre fotones con la misma polarización,
con lo cual ya no es necesario suponer (b), pero sí (a).
e
Ir
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t0’
4”
esa hipótesis, la probabilidad de detección para una cierta combinación de polarizaciones
03).
es proporcional al número de coincidencias detectadas con esa combinación de
polarizaciones,
TBMM definen la constante de proporcionalidad como
K=N(Q, Q)+N(0~, Q)+N(~, 8=)+N(6l
En el experimento obtienen los siguientes resultados
1?,, (0~, 820) = 0.0034±0.0004,
L$(0~0, 03)=0.0040±0.0004,
1?,, (0~<>, 8~<>) = 0.0070±0.0005,







Nótese que en particular que no se obtienen ceros en (5. 98)-(5. 100). Los autores,
sin embargo, afirman que estos resultados contradicen el realismo local ya que, de (5.
101), (5. 98) y (5. 99), y suponiendo (5. 90)18,
(5. 102)
frente a (5. 100). Lo que les lleva a concluir, p. 328, que “The data therefore contradict
local realism by about 45 standard
(0~<>, 8k),
deviations, even though the three measured
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5. 4. 2. Crítica a TBMM
Emilio Santos19 ha señalado que los lados izquierdos de (5. 100) y (5. 102) no son
matemáticamente equivalentes, ya que
I?,,(0ío.8
3<>)=P~(0,8=)P~(83<>I8í,8=)P~(Oío10<, 8k), (5. 103)
expresión en la que las dos probabilidades de la derecha no tienen una interpretación
física clara debido a que las polarizaciones 6, y O,<> no son medibles simultáneamente.
Por tanto, aduce Santos, la comparación entre (5. [00) y (5. 102) no es legítima a la
hora de excluir la familia más general de teorías de variables ocultas locales
20.
Por otro lado, la tabla 1 en [TBMM 95], que contiene todos los resultados de las
medidas realizadas, se reproduce si la probabilidad conjunta de, supuesto un fetén en
cada brazo del dispositivo de TBMM, el fotón en el brazo 1 sea detectado con el
polarizador orientado según un ángulo 0< y el fotón en el brazo 2 sea detectado con e]
polarizador orientado según un ángulo 03 =03 + ir /2, es de la forma
IRr 2I~~(8>, 0,)=N cos8>cos0
2 +—y-sin0 sinOITI . (5. 104)
Un modelo de LHV debe de poder expresar esta probabilidad conjunta como
(5. 105)
donde 2 denota colectivamente a las variables ocultas, p(X) es la distribución de
probabilidad de esas variables ocultas (por tanto, pGX) debe de verificar pCi) =0y
Ip(A)dA =1), fl(0<, 2) es la probabilidad de que el fotón en el brazo 1 sea detectado
con el polarizador orientado en 0~, y análogamente PJ03, A) (por tanto,
Un modelo de variables ocultas locales que reproduce los resultados de TBMM es el
de [Cabello-Santos 96]; en dicho modelo, las variables ocultas son dos vectores
unitarios, u< y u2, y se define
19 Comunicación particular del II de octubre de 1995.
20 En su respuesta a [Cabello-Santos96], [TBMM 96] muestran cómo en una teoría de variables
ocultas determinista el lado izquierdo de (5. 100) ha de ser mayor o igual que el lado izquierdo de (5.
102).









siendo R y T los coeficientes de reflectividad y transmitividad del beamsplitter. En la e’
definición (5. 107) hemos supuesto IRI<ITI, como ocurre en [TBMM 95]; si no *
liii ti
sucediese así, los cambios O~ —* ir /2—0, (j=1, 2), ¡R¡<—>¡T¡, conducirían a un
9




3%,u3)=Ciref(u3 —y, (5. 109)
U
donde 0<C=l, 0<e<cl, U
e
¡¡2 e
ftx) =e (5. 110) e{(irc< ~‘if 1x13 u,
u,
ey e
r, =(sinO<, 0, cosO
1), (5. 111 a)
e
u’r2 =(sinQ, 0, cosO3). (5. 111 b)
U
Con las definiciones anteriores, utilizando la expresión (5. 105), se obtiene
e
32 UP<==j-~C e (r~9tr2)2±o(e3), (5. 112)
u,
que está de acuerdo con (5. 104) excepto para términos de orden a. Los resultados de
la tabla 1 en [TBMM 95] se pueden reproducir si e es menor que el error en las u’
medidas. Por tanto, aunque el modelo de [Cabello-Santos 961 resulte ad-hoc, demuestra u’
eque los resultados experimentales de TBMM no bastan para excluir las variables ocultas
u’
locales, en contra de la afirmación de dichos autores21. Otra aproximación crítica el




*21 En su respuesta a [Cabello-Santos96], [TBMM 96] dicen: “Wc readily concede that Ihere exist
e
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5. 5. Demostraciones algebraicas y desigualdades
5. 5. 1. Introducción
La principal conclusión tras la sección anterior es que en un experimento real no cabe
esperar que se produzcan correlaciones perfectas; en particular, es experimentalmente
imposible obtener los ceros necesarios para que los argumentos de 0HZ y Hardy
permitan descartar las variables ocultas en experimentos de un solo disparo22. Como
dice Alain Aspect (ver más adelante), los experimentos reales no permiten comprobar
igualdades sino sólo desigualdades. Por esta razón, para llevar los argumentos
algebraicos al plano experimental es necesario derivar desigualdades. Cualquier intento,
como el de TBMM, de comparar directamente los datos experimentales con los
resultados teóricos de un argumento algebraico siempre será objetable.
En este sentido, los argumentos algebraicos han estimulado nuevas desigualdades.
En lo que sigue, resumiremos los resultados más importantes (de otros autores) al
respecto. Además de su posible interés para futuros experimentos, algunos de estos
trabajos permiten ahondar en la relación entre las demostraciones del teorema de Belí-
EPR con y sin desigualdades. Clasificaremos los trabajos en dos grupos: en la Sec. 5.
5. 2 veremos aquellos que han surgido como consecuencia, más o menos directa, del
argumento de GHZ: trabajos que esencialmente son derivaciones de desigualdades para
más de dos partículas y estudios comparativos sobre su interés experimental; y en la
Sec. 5. 5. 3 veremos reflexiones sobre la idoneidad de los estados de Hardy para test
experimentales; en este grupo comentaremos un trabajo, [Garuccio 95 b], que es otro
acercamiento crítico distinto al experimento de TBMM.
5. 5. 2. Desigualdades y la demostración de GHZ
La dificultad de traducir las demostraciones algebraicas a experimentos reales, y por
tanto la necesidad de derivar desigualdades, fue ya advertida en muchos de los primeros
trabajos sobre aquellas. Así, en [GHSZ 90], Sec. y, se deriva una desigualdad para
22 Tal idea podría parecer sugerida por la siguiente frase, [Mermin 90 c], p. 1838: “The refutation
[in the 0HZ experimentí is not only stronger—it is no longer statistical and can be accomplished in a
single run.” Más adelante, sin embargo, dice: “This ah versus nothing demolition of EPR follows
directly from a simple quantum-mechanical calculation of the data produced in the new experiment. The
same point cannot, however, be inferred directly from the actual data collected in some nonideal
laboratory reahization of the 0HZ experiment, because, the less than perfect efficiency of real detectors
weakens tbe observed 5pm correlations from tbe strong ideal form on wbich the EPR argument rehies.”
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cuatro partículas a partir del correspondiente argumento de 0HZ. Sin embargo, sus 9’
9’
autores reconocen que para esta desigualdad, p. 1138, “the demand on detector
9’
efficiency if the fair sampling assumption is to be avoided [ii> 0.908] (...) is more
9’
stringent than in tests of Bell’s inequality [~> 0.828, ver las referencias de la nota 27 e.
del capitulo 3].” También [Clifton-Redhead-Butterfield 91 a] derivan, p. 175 y 9’
9’
siguientes, “a nonstrictly correlated [testable “quasi-algebraic”] version of [GHZ]
.4
algebraic nonlocality proof’: un sistema de cinco desigualdades que son mutuamente .3
inconsistentes; el adjetivo “quasi-algebraic” sejustifica porque “the contradiction arises u’




[Mermin 90 c], deriva una desigualdad para n partículas (n =3)de espín 1/2 en e,,




desigualdad que es violada por la MC en un factor 2(»í>¡=para n impar y en un factor mt
epara n par. También Mermin reconoce que, p. 1838, “Because these
experiments require the use of n independení detectors, whose joint efficiency e
necessarily declines exponentially in n, this does not establish that the n-particle 0HZ e
states (which are also more and more difficult to prepare with increasing n) are
e
necessarily a promising arena in which to eliminate such loopholes as remain in the U
direct experimental demonstration of quantum nonlocality”. [Mermin 90 c] da lugar a
toda una serie de artículos. Por ejemplo, [Roy-Singh 911 derivan unas desigualdades U
para n partículas que son violadas por la MC en un factor 2(nl)¡3: “The improvement u,
u’
with respect to Mermin [Mermin 90 c] is by a factor <1 for even-n experiments. It
results from our inequalities involving a continuum of apparatus parameters. The largest e
violation is not always in the 0HZ state used by Mermin”, p. 2761, esto último también u,
se comprueba en [Braunstein-Mann-Revzen 92], p. 3261. *
mt
eUna propuesta en la misma linea es la de [Ardehali 92] que pasamos a comentar. Se
U
considera el estado de 0HZ de n partículas de espín 1/2 dado por (5. 113); cuando las e
partículas están mutuamente separadas por intervalos de género-espacio se hace una
medición del espín de cada una de las partículas 1, 2 n —1, según el vector i o, mt
e
alternativamente, según el vector j y una medición del espín de la partícula n según el
vector a = ¡ + j o, alternativamente, según el vector b = ¡ — j. Consideremos el U
operador
e
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donde
4 = (—&I’>d3>óQk.. át~> + ... ¿jn-1) +
‘(I) ‘(2> ‘<3) ‘(4) ‘(5> ‘(n—I)
—a~a~a;a~a~ ... —... (5.115)
+6j0... <6;?. á$<>+... —...)(áP—dt)
‘(<Y ‘(5) ‘(6) (n—I)
a; a~ ... a~ ±... (5. 116)
‘(1> ‘(7> ‘(8) ‘(n—1) __
—a a~ a~ ... a~ ... + . . .)(á§~> + 67>)
Llamemos F al valor esperado del observable A en una teoría de variables ocultas
locales; siguiendo los cálculos de [Ardehali92] se llega a que
F2~’~,si nes parF ={
2n+í/= stnes impar (5. 117)
Sin embargo, según laMC,
<A>,, = <p<Á<g> = 2n—(I/3) (5. 118)
Por tanto, la MC viola la desigualdad (5. 117) en un factor 2(’í>í= paran par (frente a
en [Mermin 90 c]) y en un factor 2(n=>í=para n impar (frente a 2<~<>~ en
[Mermin 90 c]).
Por último, [Braunstein-Mann 93] calculan, p. R2427, “... the signal-to-noise ratio
in Mermin’s n-particle Belí inequality [Mermin 90 c] (...) in the presence of three kinds
of noise: (i) noise from variations in the quantum state used as source for the
correlations; (u) noise from data-flipping error—the readout randomly tlipping the sign
of the 5pm polarization; and (iii) noise from counting statistics due to measuring only a
finite number of n-particle coincidences.” Llegan a la conclusión, p. R2430, de que “the
signal for violation grows exponentially faster than the exponentially growing noise, as
long as the noise per detector or per partiele is less than about 14%” y que,
alternativamente, “in the absence of noise a loophole-free test could be made with
detector efficiencies as low as 7 1%.”
[Hardy 91 a] (Sec. 2) deriva una generalización de las desigualdades de CHSH para
n partículas, y (Sec. 3) comprueba que el estado de GHZ-Mermin da la máxima
violación posible de esas desigualdades en el caso n = 3. En este trabajo, p. 1, se dice
que las “inequalities are still of interest for two reasons: (i) to elucidate the relationship
between the GHZ proof of nonlocality and the proof of nonlocality using Belí
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4’-
inequalities; (u) the perfect correlations considered in gedankenexperiments are not
possible in real experiments. Therefore, inequalities would be necessary if an
9”
experimental demonstration of nonlocality in the schemes involving more than two
measurements is to be possible.” En un trabajo posterior, [Hardy 91 b], usa un método
nuevo para derivar una desigualdad de Belí de tipo general para dos partículas (Secs. 2 y u,
e’3), método que también aplica para derivar las desigualdades de CHSH (Sec. 4). Este
.4*
procedimiento (“By requiring of any local realistic theory that the probability of a
e
contradiction of the type considered by Greenberger, Horne, Zeilinger, and Mermin is U
equal to zero”, p. 21) supone un acercamiento original para comprender la relación entre .3
las demostraciones algebraicas (para sistemas individuales) y las demostraciones U
u,(estadísticas) con desigualdades. Otras desigualdades para n =4 panículas, derivadas e
sin referencia alguna a GHZ, pueden encontrarse en [Suppes-Zanotti 91]. e
e
En [Hnilo 93, 94] se analiza la conveniencia de usar estados de GHZ de n partículas, u’
en comparación con los experimentos, como el de Aspect, con dos partículas. Su
u’
conclusión es, p. 139, que “an Orsay-like experiment [Aspect] is preferable, even for
highly idealized conditions and even if the difficulty ofpreparation of a GHZ state with u’
a larger number of particles is not taken to account. The situation may be different for u’
the case n = 4 if a proposed theorem [the identity between optimal hidden variable
e
theories and matrix hidden variable theories for n = 4] is demonstrated true.”
u’
En [Greenberger 95] se estudian las diferencias que hay que considerar a la hora de e
derivar desigualdades entre los casos de dos partículas (en el estado singlete) y tres e
partículas (en el estado de GHZ).
e
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5. 5. 3. Desigualdades y la demostración de Hardy
En [Hardy 92 b] (tras el análisis del experimento ideal con interferómetros ópticos
solapados considerado en la Sec. 5. 3. 2) se derivan dos desigualdades que si se
satisfácen mostrarían una contradicción con el realismo local; estas dos desigualdades
se pueden reescribir en forma de una desigualdad que se viola si el realismo local se
viola (como las desigualdades de Belí usuales). Hardy termina la discusión diciendo, p.
22, que sus desigualdades “could be tested in a real experiment. From estimates based
on the results of the Hong, Ou and Mandel experiment [Hong-Ou-Mandel 87] and also
the experiment of Grangier, Roger and Aspect [Grangier-Roger-Aspect 86], it would
appear that such an experiment may be possible with present technology.”
Por otro lado, se ha hecho notar en varias referencias, [Hardy 94], [Mermin 94 a, b,
95], por ejemplo en [Mermin 94 a], p. II, que “The semi-EPR argument in the Hardy
state (...) is merely an example of a violation—and not a very strong one—of an
inequality that, though very plausible even in the absence of perfect correlations, has
already been reported to be violated in many earlier experiments: [la desigualdad de
CH].” En efecto, es inmediato comprobar que las desigualdades de CH (3. 25) se
puedan escribir como:
—l =J~ (~(í> = +1 a<2> — +l)—J~ (a&’> = ±1,at2> = +1) (5. 119)
—P (a<’>=±l a<2>—+l)—1ya’>=—l,<>——l)=0
fl A
donde las cuatro probabilidades que aparecen son las mismas implicadas en el
argumento de Hardy. Si ~ es un estado de Hardy (esto es, si verifica las ecs. 3. 49-3.
52), la primera probabilidad en (5. 114) puede ser incluso 0.09 (ver la Sec. 3. 4. 4. c) y
las otras tres son cero. De manera que, [Mermin 94 a], p. 11: “An experiment to
confirm such a violation in the optimal Hardy state will require detectors accurate
enough to distinguish a 9% event rate from a rate of 0%. Barlier tests for violations in
states inspired by EPR had an easier time of it, using questions that made the [primera]
probability 2+42/2=043 (43%) and the sum of [las otras tres] probabilities
6—342/2 = 0.22 (22%) [los cálculos están equivocados en la versión original].” De lo
cual Mermin concluye que “Hardy states will not lead to more definitive experiments.”
Mermin termina diciendo, “... although Hardy’s four questions provide a rather weak
basis for a laboratory violation of the experimentally relevant inequality, they reign
supreme in the gedanken realm.” Otro matiz de la misma idea puede encontrarse en la
cita siguiente [Mermin 95 a], p. 619: “As Alain Aspect emphasized in a discussion
e
4’,
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remark early in this conference23, beautiful as the Hardy experiment is as a
4”.gedankenexperiment, in a real experiment “never” can never be established, if only
because the number of runs is necessarily finite.” 9’.
4”
Por último, comentaremos otro acercamiento critico al experimento de TBMM ya
descrito (Secs. 5. 3. 1-5. 3. 2) debido a Garuccio, [Garuccio95 14. Su autor dice, p. e’
2535: “Unfortunately, these proofs [lasde tipo Hardy] are based on an assumption e’
e,
difficult to realize experimentally: the detection of alí the pairs emitted by the source. u,
Moreover, an experimental test of the idea requires verification that three expectation u’
values are zero, while a fourth one is nonzero, and this leads to the conceptual problem 9’
eof the experimental measure of a nulí event. The first problem can be overcome with
e
some supplementary assumptions, as in alí experiments performed up to now in this
field, while the latter can be solved by sorne different formulations of Bell’s inequality, e,
as suggested by Mermin [Mermin 95 b] and Hardy [private communication].” A u’
e
continuación, Garuccio considera, p. 2536, “The most general inequality deduced from
u,
Einstein locality in the case of asymmetrical entangled states [como los de Hardy]”, que,
para él, “is the Eberhard’s inequality [Eberhard 93]”, y calcula “the minimum value of u’
the quantum efficiency r¡ that permits a violation of the previous inequality without use U
e
of any supplementary assumptions”. La crítica a [TBMM 95] sigue ahora, ya que con
e
“the values for the quantum-mechanical predictions in the case of the asymmetrical e
source used in the experiment of Torgerson et al. [TBMM 95] for testing Hardy’s 9’
approach, we obtain n~ = 0.82. This value is far from the actual value of detection e
equantum efficiency in the experiment of Torgerson etal. (q> =0.10) and this proves
that the experiment is not able to distinguish quantum mechanics and Einstein locality e
without supplementary assumptions.” Más adelante dice: “it is possible to deduce the U
mínimum value n~ for a loophole-free experiments (...), the required quantum U
e
efficiency is between 0.75 and 0.67, which is not far from the efficiency of new
commercial photodetectors.” Termina su articulo comparando este acercamiento (la u’
desigualdad de Eberhard para estados de Hardy) con las desigualdades de CHSH (más u’
u’la hipótesis de fair-sampling) y las de CH (más la hipótesis de no-enhancement)24. e
e
u,
23 Fundamental Problems in Quantum Theory: A Conference HeId in Honor of Professor John A. e
Wheeler, l3altimore, Maryland, June 18-22, 1994. Emilio Santos recuerda haber oído afirmar a Alain u’
Aspect (quizá en esanusma conferencia) que los experimentos reales no permiten comprobar igualdades U
(como las necesarias para el argumento de Hardy) sino sólo desigualdades. U
24 Caruccio estaba en el laboratorio de laUniversidad de Rochester cuando se hizo el experimento de U
UTBMM (TBMM ponen a Garuccio en sus agradecimientos y Garuccio hace 1(3 propio con TBMM) pero
e
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Como vemos, hasta la fecha ninguna propuesta basada en argumentos algebraicos ha
demostrado ser capaz de mejorar los tests experimentales clásicos (Aspect) sobre
variables ocultas. Ello es debido a que la traducción experimental (con desigualdades) de
las demostraciones algebraicas: (a> requiere estados más difíciles de preparar y manejar
(es más difícil preparar un estado de 0HZ de tres o más partículas o un estado de Hardy
de dos partículas que un singlete), y (b) no permite eludir las hipótesis adicionales que
eran necesarias en los experimentos clásicos (o, para eludirías, serian necesarias
eficiencias en los detectores mayores que las necesarias para eludirías en los
experimentos clásicos). Como dice Mermin, la importancia de los argumentos


























































“Había comenzado como un hoja arrastrada por el viento y se había convertido en un
árbol. Y el árbol creció, dando numerosas ramas y echando las más fantásticas raíces.
Llegaron extraños pájaros que se posaron en las ramitas, y hubo que atenderlos.
Después, todo alrededor del árbol y detrás de él, en los espacios que dejaban las hojas y
las ramas, comenzó a crecer un paisaje.”
J. R. R. Tolkien, Hoja de Niggle.


























































En este capitulo se resumen las respuestas a los problemas planteados en el capítulo
1, que constituyen las aportaciones originales de esta memoria. Por capítulos, son las
siguientes:
Capitulo 2. El teoremade Bell-Kochen-Specker:
1a~ Existe una correspondencia entre las diferentes demostraciones aditivas del
teorema de BKS: probabilisticas, dependientes del estado, e independientes del estado
y, (respectivamente), ]os conjuntos de proposiciones que se obtienen tras e] primer,
segundo y tercer paso de la demostración (DPSs, PNCSs y TNCSs) de Kochen y
Specker de 1967 [CG 96 a].
2~. Es posible un test experimental de las hipótesis del teorema de BKS, haciendo
pasar sucesivamente una partícula de espín 1 por dos aparatos de Stern-Gerlach según
ciertas orientaciones: las variables ocultas (no-contextuales) prohiben ciertos resultados
para los que la MC predice una probabilidad no nula [CG 95 b].
30 Existe una demostración del teorema de BKS físicamente interpretable,
independiente del estado, aditiva, basada en descomposiciones espectrales de la
identidad en el espacio de Hilbert de dimensión 4, con sólo 18 proposiciones
(proyectores sobre subespacios unidimensionales) en un espacio de Hilbert de
dimensión 4. Esta es la demostración con estas características (las de la demostración
original de KS) más económica conocida, en términos de número absoluto de
proposiciones implicadas [CEG 96 a].
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4~ Considerando demostraciones aditivas basadas en descomposiciones de
subespacios del espacio de Hilbert (esto es cambiando levemente las reglas de juego con
las que se construyen habitualmente las demostraciones finitas de BKS), se puede 9’
reducir el número de proposiciones implicado en la demostración. Damos un ejemplo de r
una demostración de este tipo con 14 proposiciones [CEG 96 bj.
5a• Es posible construir demostraciones con las características de la de KS en
espacios de Hilbert de cualquierdimensión finita mayor o igual que 3. Hemos propuesto
dos formas de hacerlo: la primera es una generalización a espacios de Hilbert de
dimensión mayor o igual que tres de la demostración de Kochen y Specker en
dimensión tres [CG 96 a]; la segunda procede recursivamente a partir de una
demostración dada es un espacio de Hilbert dc dimcnsión inferior [CEG 96 c].
Aplicando el segundo procedimiento y buscando con ordenador subconjuntos de los
obtenidos que permitan demostraciones de BKS hemos obtenido ejemplos explícitos de
demostraciones con 29 direcciones en dimensión 5, 31 direcciones en dimensión 6, 34
en dimensión 7 y 36 en dimensión 8 [CEG 96 c].
6a~ El problema de cuál es la demostración aditiva mínima en cada dimensión es
abordable con ayuda de un ordenador. Su solución parece en principio cuestión de
tiempo.
7a Todas las demostraciones del teorema de BKS consideradas en los puntos
anteriores admiten una representación en términos de estados de espín de una única
partícula, para los que en principio todas las proposiciones y conjuntos completos de
ellas son medibles [CG 96 a].
Capitulo 3. El teorema de Bell-EPR:
la. Es posible formular el argumento “de incompletitud” de la MC en términos de
elementos de realidad inferidos a partir de medidas efectivamente realizadas (elementos
de realidad fuertes). Tal formulación es posible al menos en sistemas que involucren tres
o más partes espacialmente separadas [CG 95 a, 96 b, c].
2a• Las demostraciones algebraicas del teorema de Bell-EPR conocidas (GHZ y
Hardy) se pueden reescribir en términos de elementos de realidad inferidos a partir de
medidas efectivamente realizadas (elementos de realidad fuertes) [CG 95 a, 96 b, c].
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Capitulo 4. Relaciones entre los teoremas de Bell-KS y Bell-EPR:
1a Las demostraciones de Peres y GHZ-Mermin se pueden interpretar como
demostraciones aditivas dependientes del estado del teorema de BKS en dimensión,
respectivamente, 4 (que representa los estados de espín de dos partículas de espín 1/2) y
8 (que representa los estados de espín de tres partículas de espín 1/2).
2~. Se propone una demostración aditiva con sólo 5 proposiciones del teorema de
BKS para el estado singlete de dos partículas de espín 1/2 [CEG 9Gb].
3a La demostración de Hardy del teorema de Bell-EPR se puede interpretar como
una demostración aditiva probabilística del teorema de BKS en dimensión 4 que
representa los estados de espín de un sistema de dos partículas de espín 1/2 [CEG 96 a].
4a Un requisito suficiente para que una demostración aditiva con proposiciones del
teorema de BKS permita también hacer una demostración del teorema de Bell-EPR es
que las proposiciones implicadas sean todas locales salvo, a lo sumo, un conjunto de
ellas mutuamente conmutativas. Análogamente paraque una demostración multiplicativa
con observables de tipo general (no necesariamente proposiciones) de BKS permita una
demostración de Bell-EPR es que todos los observables sean locales salvo, a lo sumo,
un conjunto de ellos con algún estado propio común; preparando el sistema en este
estado se obtendrá la correspondiente demostración del teorema de Bell-EPR.
Capítulo 5. Experimentos sobre el teoremade Bell-EPR sin desigualdades:
1a El único experimento realizado hasta la fecha implementando una demostración
algebraica (la de Hardy), admite un modelo de variables ocultas locales que permite
reproducir sus resultados. Las conclusiones de sus autores (exclusión de variables
ocultas) no están pues justificadas [CS 96].
Y. Aunque las demostraciones algebraicas muestren la incompatibilidad teórica entre
la MC y las variables ocultas (no-contextuales y locales) en su forma más simple y
directa, su realización experimental no ha dado hasta ahora resultados más decisivos que




Lorenzo Abellanas, al comienzo de un curso de doctorado, 1992.
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2. 4. 2. g. CEG-l8. En ¡Cabello 97 al se incluye, como novedad respecto a otras
publicaciones, la interpretación geométrica explícita de CEG-18 que aparece en la tesis.
Ir,
3. 4. 4. e. Generalizacionesdel argumentode Hardv. En [Hardy 97J se presenta tina
generalización con m observables (para cada tina de las dos partículas de espín 1/2). En
el límitem infinito, la probabilidad de obtenerestados que violen el realismo local es 1/2 e’.
(frente a9/lOOen el caso m= 2). En ¡Kar96 bj se muestra que para sistemas de n =3 e’
partículas de espín 1/2 existen estados mezcla que admiten un argumento de tipo Hardy. .4’
U’
e,’4. 3. 4. Una demostración con5proposiciones y el singlete. [García Alcaine 97 es
e”
un resumen de lo contenido en la correspondiente sección de la tesis. U’
e.
5. 2. Experimentos ideales de tipo 6HZ. Nuevas referencias son: [Wódkiewicz- e.
Wang-Eberly 93 bí’, ¡Haroche 951 (GHZ en el contexto de ¡a electrodinámica cuántica U
de cavidades), IGerry 96 a, b, ej (realización de estados de GHZ con cavidades), u’
e
5. 4. Experimentosreales. Según dijo Hardy en el II International Symposium on u’
e
FundamentalProhlems in Quantuni Phvsícs, celebrado en Oviedo del 21 al 26 de julio u’
de 1996, un grupo experimental de Roma había realizado un experimento de tipo Hardy e
y sometido sus resultados para su publicación en Phvs. Lett. A. En lKwiat 97j se hace e
e
una propuesta experimental para producir estados de Hardy —y otros estados— que se
ebasa en una fuente, descrita en ¡Kwiat~Mattle-Weinfurter-Zeilinger-Sergienko-Shih 951, e
que permite preparar pares de fotones entangled en polarización. En el simposium de 0




5. 5. 3. Desigualdades y la demostración de Haré/y. [Hardy 97j también contiene u’
euna nueva derivación de las desigualdades de CH, similar a la que se proponía en
e[Hardy 91b] de las desigualdades de CFISH.
e
Imposibilidad de variables ocultas para dos partículas de espín 1/2 pre- \? post-
seleccionadas en estados no-entangled. La misma estructura de relaciones de e
ortogonalidad entre proposiciones que aparece en la figura 4. 1 (es decir, el mismo DPS





Ij Wádkiewicz-Wang-Eberly 931 —que ahora debería llamai’se ¡ Wódkiewicz-Wang-Eberly 93 a¡ — O
estaba en la bibliogralía deja primera vers¡án pero no aparecía citada en el texto principal al hablar de u’








permite obtener un nuevo resultado muy interesante2 que se recoge en ¡Cabello 97 bj.
Lo que sigue es el resumen de este trabajo:
“Es bien conocido que todas las predicciones de la MC sobre el estado de cualquier
sistema físico representable por un espacio de Hilbert bidimensional siempre pueden
duplicarse mediante un modelo de variables ocultas no-contextuales. En ¡Cabello 97 bj
muestro que, en algunos casos, cuando se considera otro sistema bidimensional
independiente (no-entangled), la descripción cuántica del sistema cuántico resultante no
puede reproducirse mediante variables ocultas no-contextuales. En particular, se
presenta una demostración de imposibilidad de variables ocultas para dos partículas de
espín 1/2 individuales pre-seleccionadas en un estado no-correlacionado IA>® IB> y
post-seleccionadas en otro estado no-correlacionado ¡¿¿>0 IB>, siendo IB>, el mismo
estado para la segunda partícula tanto en la pre- como en la post-selección.”
Majadahonda, Diciembre de ¡996.
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Majadahonda, Marzo de 2001.
2 En palabras de Peres: “Your resulis are very fine and ‘paradoxical’ (thai is, they surprise even an
oid hand like me)”Comunícaciñn particular del 20 de octubre de 199<,.
e314 Post.vcriptum
574. [Cabello 97 a]: A. Cabello, “A proof with 18 vectors of the Bell-Kochen-
Specker theorem”, en M. Ferrero, & A. van der Merwe (eds.), New developments on
fundamental problems in quantum physics (Oviedo, Spain, 1996), Kluwer Academie,
Dordrecht, Holland, 1997, Pp. 59-62.
575. [Cabello 97 b]: A. Cabello, “No-hidden-variables proof for two spin-I)2
particles preselected and postselected in unentangled states”, Phvs. Rey. A 55, 6, 4109-
4111(1997).
576. [García Alcaine 97]: G. García Alcaine, “A simple state-dependent proof of 9”’
the BKS theorem”, en M. Ferrero, & A. van der Merwe (eds.), New developments on
fundamental problems in quantum phyñcs (Oviedo, Spain, 1996), Kluwer Academie,
Dordrecht, Holland, 1997, pp. 133-136.
577. [Gerry 96 a]: C. C. Gerry, “Preparation of mu¡tiatom entangled states through
dispersive atom—cavity-f¡eld interactions”, Phvs. Rey. A 53, 4, 2857-2860 (1996). e,
578. [Gerry 96 b]: C. C. Gerry, “Preparation of a four-atom Greenberger-Horne-
Zeilinger state” ,Ph». Rey. A53, 6, 4591-4593 (1996).
579. [Gerry 96 e]: C. C. Gerry, “Proposal for a mesoscopie cavity QED realization
oftheGreenberger-Horne-Zeilingerstate”, Phvs. Rey. A 54,4, R2529-R2532 (1996).
580. [Hardy 97]: L. Hardy, “A bigger contradiction between quantum theory and
locality for two particles without inequalities”, en M. Ferrero, & A. van der Merwe
(eds.), New developments on fundamental protle¡ns in quantum ph»ics (Oviedo.
Spain, /996), KluwerAcademic, Dordrecht, Holland, 1997, Pp. 163-170.
581. [Haroche95]: 5. Haroche, “Atoms and photons in high-Qcavities: New tests
of quantum theory”, en D. M. Greenberger, & A. Zeilinger, Fundamental problems in
quantum theory:A conference helá in honor ofpro/éssor John A. Wheeler, Ann. N. Y.
Acad. Sci. 755,73-86(1995) (b)~
9’
582. [Kar 96 b]: U. Kar, “Testing Hardy’s nonlocality with n spin-1/2 particles”,E/vs. Rey. A 56, 1, 1023-1024(1997).
583. [Kwiat 97]: P. U. Kwiat, “Production and uses of hyper-entangled states”, en
M. Ferrero, & A. van der Merwe (eds.), New developments cmfundamental prohíenis
in quantum phvs’ic~ (Oviedo, Spain, 1996), Kluwer Academie, Dordrecht, Holland,
1997, pp. 189-202. Ver [Kw¡at-Mattle-Weinfurter-Ze¡linger-Serg¡enko-Shih
95].
584. 1 ® [Wódkiew¡cz-Wang-Eberly 93 b]: K. Wódkiewicz, L. Wang, & J. H.
Eberly, “?“, en E. Ehlotzky (ed.), Fundamentals of quantum optict~ Iii, Springer,
Berlin, 1993, pp. 306-7. Ver [Wddklewlcz-Wang-Eberly 93 al.
